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第 24 届 CPHOS 物理竞赛联考（决赛模拟赛） 

理论试题参考答案及评分标准 

本试题于 2024 年 10 月 09 日 08: 00 发布，最后更新于 2024 年 10 月 8 日 21: 53。 

CPHOS 物理竞赛联考是开放性公益性的考试，有意向参与的教师和学生可以关注

“CPHOS”微信公众号进行报名，报名后方可参与联考。请使用“CPHOS 物理竞赛联考”

微信小程序完成答题卡上传、阅卷、成绩查询等操作。联系方式见试题末尾。 
 

答题卡上传 阅卷 

2024/10/9 12:00 - 2024/10/12 18:00 2024/10/14 08:00 - 2024/10/18 20:00 

  

非正式成绩 成绩申诉 非正式成绩 

2024/10/19 08:00 2024/10/19 09:00 - 2024/10/20 12:00 2024/10/19 

 

一、（40 分）机翼的升力 
我们都知道，飞机的机翼之所以能够产生升力，是因为机翼上下表面的不对称导致的上

下表面的空气流速不同，从而导致压强不同产生升力。但是还可以从环量的角度解释这个现

象。简单起见，我们假设空气是无粘性不可压缩的流体，且为无旋定常流动。 
先引入环量的概念：𝛤𝛤 = ∮ 𝑣⃗𝑣 ⋅ d𝑙𝑙（默认逆时针方向）。显然，无旋流动中，若闭合曲线包

裹区域内处处是流体，环量为零，但是沿着边界的环量积分不一定为零。 
在二维问题中，总可以通过保角变换将一个单连通区域变换成圆，而流体所满足的方程

又在保角变换下不变。因此，我们可以先计算下面的情况： 
考虑二维均匀流速场中固定一个刚性圆柱体，无穷远处流速为𝑣𝑣0，压强为𝑝𝑝0，圆柱体半

径为𝑎𝑎，流体密度为𝜌𝜌。方便起见，统一采用极坐标系，极轴方向为无穷远处流速方向，如图

1.1 所示。 

 

（1）先考虑沿着圆柱表面环量𝛤𝛤 = 0的情况。 
（1.1）联想到电磁学中匀强电场中的导体圆柱体，两者在自由空间中的方程相同。先求出原

点处的二维电偶极子𝑝𝑝在真空中产生的电场。（偶极子方向沿极轴正方向） 
（1.2）根据上问的计算结果，求出圆柱绕流时全空间的流速分布𝑣𝑣𝑟𝑟 , 𝑣𝑣𝜃𝜃。 
（1.3）求出圆柱体单位长度的受力𝐹⃗𝐹。 
（2）再考虑沿着圆柱表面环量𝛤𝛤 ≠ 0的情况。 

（2.1）根据法拉利电磁感应定律，有∬𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗

𝜕𝜕𝜕𝜕
∙ d𝑆𝑆 = ∮𝐸𝐸�⃗ ∙ d𝑙𝑙，与环量的定义形式相同。因此可
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以将环量看作圆柱内部有变化的磁场。利用叠加原理，据此求出全空间的流速分布𝑣𝑣𝑟𝑟′, 𝑣𝑣𝜃𝜃′。 
（2.2）若是将流体类比为磁场，根据安培环路定理，环量还可以类比电流。在类比静磁的情

况下重新求出𝑣𝑣𝑟𝑟′, 𝑣𝑣𝜃𝜃′。 
（2.3）求出圆柱体单位长度的受力𝐹⃗𝐹′。 

（3）圆可以通过茹科夫斯基变换𝑤𝑤 = 1
2

(𝑧𝑧 + 𝑐𝑐2

𝑧𝑧
)变换为翼型。由于对应翼型尾部不光滑，导

致间断，从而可算出尾部会产生正比于𝑣𝑣0的环量。由前面的计算结果证明飞机机翼产生的升

力正比于𝑣𝑣2。（不用具体计算保角变换） 
 

解：（1）（1.1）假设在(± 𝑥𝑥
2

, 0)处有源强度±𝑄𝑄的两点源。𝑥𝑥 → 0时，求出电势 

𝜑𝜑 =
𝑄𝑄

2π𝜀𝜀0
ln�

𝑟𝑟2 + 𝑥𝑥2
4 + 𝑟𝑟𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃

𝑟𝑟2 + 𝑥𝑥2
4 − 𝑟𝑟𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃

≈
𝑄𝑄

4π𝜀𝜀0
ln �1 +

2𝑥𝑥
𝑟𝑟

cos𝜃𝜃� (1) 

由此可求出电场 

𝐸𝐸𝑟𝑟 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

≈
𝑄𝑄𝑄𝑄

2𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑟𝑟2
cos 𝜃𝜃 =

𝑝𝑝
2π𝜀𝜀0𝑟𝑟2

cos 𝜃𝜃 (2) 

𝐸𝐸𝜃𝜃 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

≈
𝑄𝑄𝑄𝑄

2𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑟𝑟2
sin𝜃𝜃 =

𝑝𝑝
2π𝜀𝜀0𝑟𝑟2

sin𝜃𝜃 (3) 

（1.2）将速度场与电场类比。两者在自由空间中的方程相同，区别是边界条件不同，此题中

圆柱表面的速度方向沿𝜃𝜃�，而不是𝑟̂𝑟。 
类比电像法，假设在原点处有大小为𝑝𝑝的“流偶极子”（偶极子方向沿极轴正方向）。其产生

的流场为 

𝑣𝑣1𝑟𝑟 =
𝑝𝑝

2π𝑟𝑟2
cos𝜃𝜃 (4) 

𝑣𝑣1𝜃𝜃 =
𝑝𝑝

2π𝑟𝑟2
sin𝜃𝜃 (5) 

加上原本的 
𝑣𝑣0����⃗ = 𝑣𝑣0�cos𝜃𝜃 𝑟̂𝑟 − sin𝜃𝜃 𝜃𝜃�� (6) 

完整速度场可以写成 

𝑣⃗𝑣 = �𝑣𝑣0 +
𝑝𝑝

2π𝑟𝑟2
� cos𝜃𝜃 𝑟̂𝑟 + �−𝑣𝑣0 +

𝑝𝑝
2π𝑟𝑟2

�  sin𝜃𝜃 𝜃𝜃� (7) 

考虑𝑟𝑟 = 𝑎𝑎处的边界条件𝑣𝑣𝑟𝑟 = 0,可以得到 
𝑝𝑝 = −2π𝑎𝑎2𝑣𝑣0 (8) 

从而有 

𝑣𝑣𝑟𝑟 = 𝑣𝑣0 �1 −
𝑎𝑎2

𝑟𝑟2
� cos 𝜃𝜃 (9) 

𝑣𝑣𝜃𝜃 = 𝑣𝑣0 �−1 −
𝑎𝑎2

𝑟𝑟2
� sin𝜃𝜃 (10) 

（1.3）伯努利方程 

𝑝𝑝 +
1
2
𝜌𝜌𝑣𝑣2 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 (11) 

由此求出压强在圆柱表面的分布 
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𝑝𝑝 = 𝑝𝑝0 +
1
2
𝜌𝜌𝑣𝑣02(1 − 4 sin2 𝜃𝜃) (12) 

由于sin2 𝜃𝜃的对称性，可得 
𝐹⃗𝐹 = 0 (13) 

（2）（2.1）先考虑只有环量𝛤𝛤而无𝑣𝑣0的情况。 

对比∬𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗

𝜕𝜕𝜕𝜕
∙ d𝑆𝑆 = ∮𝐸𝐸�⃗ ∙ d𝑙𝑙与𝛤𝛤 = ∮ 𝑣⃗𝑣 ∙ d𝑙𝑙，在𝐸𝐸�⃗与𝑣⃗𝑣类比时，∬𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗

𝜕𝜕𝜕𝜕
∙ d𝑆𝑆=𝛤𝛤，此时空间中的电场为 

𝐸𝐸�⃗ ′ =
1

2π𝑟𝑟
�

𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ d𝑆𝑆 𝜃𝜃� (14) 

从而得到 

𝑣⃗𝑣2 =
𝛤𝛤

2π𝑟𝑟
𝜃𝜃� (15) 

根据叠加原理，在（1）解得的速度场𝑣⃗𝑣上加上𝑣⃗𝑣2即可得到（2）所求的𝑣⃗𝑣′ 

𝑣𝑣𝑟𝑟′ = 𝑣𝑣0 �1 −
𝑎𝑎2

𝑟𝑟2
� cos 𝜃𝜃 (16) 

𝑣𝑣𝜃𝜃′ = 𝑣𝑣0 �−1 −
𝑎𝑎2

𝑟𝑟2
� sin𝜃𝜃 +

𝛤𝛤
2π𝑟𝑟

(17) 

（2.2）类比静磁时，方程与边界条件和匀强磁场中的超导体圆柱体形式完全相同。根据安培

环路定理，该超导体内通有电流 
𝐼𝐼0 = 𝛤𝛤 (18) 

与（1）问一样，先算出二维磁偶极子（两束大小相同，方向相反的电流）的磁场。 

假设在�± 𝑥𝑥
2

, 0�处分别有垂直于只面向里与向外的电流𝐼𝐼，在𝑥𝑥 → 0时 

𝐵𝐵1𝑟𝑟 =
𝜇𝜇0𝐼𝐼
2π

�
𝑥𝑥 sin𝜃𝜃

𝑟𝑟2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 cos𝜃𝜃 + 𝑥𝑥2
+

𝑥𝑥 sin𝜃𝜃
𝑟𝑟2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥 cos𝜃𝜃 + 𝑥𝑥2

� ≈
𝜇𝜇0𝐼𝐼𝐼𝐼 sin𝜃𝜃

π𝑟𝑟2
(19) 

𝐵𝐵1𝜃𝜃 =
𝜇𝜇0𝐼𝐼
2π

�−
𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 cos𝜃𝜃

𝑟𝑟2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 cos𝜃𝜃 + 𝑥𝑥2
+

𝑟𝑟 + 𝑥𝑥 cos 𝜃𝜃
𝑟𝑟2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥 cos𝜃𝜃 + 𝑥𝑥2

� ≈ −
𝜇𝜇0𝐼𝐼𝐼𝐼 cos 𝜃𝜃

π𝑟𝑟2
(20) 

可以发现，若此时采用“磁像法”，磁像为原点处垂直于极轴的磁偶极子𝑀𝑀 = 𝐼𝐼𝐼𝐼与垂直于纸

面像外的电流𝐼𝐼0。 
有圆柱表面的边界条件𝐵𝐵𝑟𝑟 = 0可得 

𝑀𝑀 =
1
𝜇𝜇0
π𝑎𝑎2𝑣𝑣0 (21) 

磁像𝐼𝐼0产生的磁场为 

𝐵𝐵�⃗ 2 =
𝐼𝐼0

2π𝑟𝑟
𝜃𝜃� =

𝛤𝛤
2π𝑟𝑟

𝜃𝜃� (22) 

从而总磁场（速度场）为 

𝑣𝑣𝑟𝑟′ = 𝐵𝐵𝑟𝑟 = 𝐵𝐵1𝑟𝑟 + 𝑣𝑣0 cos𝜃𝜃 = 𝑣𝑣0 �1 −
𝑎𝑎2

𝑟𝑟2
� cos𝜃𝜃 (23) 

 𝑣𝑣𝜃𝜃′ = 𝐵𝐵𝜃𝜃 = 𝐵𝐵1𝜃𝜃 + 𝐵𝐵2𝜃𝜃 − 𝑣𝑣0sin𝜃𝜃 = 𝑣𝑣0 �−1 −
𝑎𝑎2

𝑟𝑟2
� sin𝜃𝜃 +

𝛤𝛤
2π𝑟𝑟

(24) 

与（2.1）结果相同。 
（2.3）再利用伯努利方程，得 

𝑝𝑝′ = 𝑝𝑝0 +
1
2
𝜌𝜌𝑣𝑣02 �1 − 4 sin2 𝜃𝜃 +

2𝛤𝛤 sin𝜃𝜃
π𝑎𝑎𝑣𝑣0

−
𝛤𝛤2

4π2𝑎𝑎2𝑣𝑣02
� (25) 
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只有
2𝛤𝛤 sin𝜃𝜃
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣0

这一项会产生垂直于极轴方向的升力。 

𝐹𝐹′ = �
1
2
𝜌𝜌𝑣𝑣02

2𝛤𝛤 sin𝜃𝜃
π𝑎𝑎𝑣𝑣0

𝑎𝑎d𝜃𝜃 sin𝜃𝜃
2𝜋𝜋

0
= 𝜌𝜌𝑣𝑣0𝛤𝛤 (26) 

（3）经过保角变换，𝐹𝐹′′ = 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑣𝑣0𝛤𝛤，𝛼𝛼为一与机翼形状有关的系数。 
又由于𝛤𝛤 ∝ 𝑣𝑣0，可以得到𝐹𝐹′′ ∝ 𝑣𝑣02，证毕。 
 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 18 分：（4）（5）（6）式各 4 分，其余式子各 2 分； 
第（2）问 18 分：（11）（14）式各 1 分，其余式子各 2 分； 
第（3）问 4 分：正确说明即可得 4 分。 
 
二、（40 分）人造地球卫星的运动 
 本题目旨在推导考虑了地球非球对称效应以后的人

造地球卫星的运动。 
 众所周知，地球的实际形状并不是圆形，而是一个较

扁的椭球，这会额外产生一个摄动势Δ𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃)，从而造成

地球产生的实际引力势相对点质量引力势的偏离，进而导

致人造地球卫星的轨道的进动。为了更好地描述人造地球

卫星由摄动势产生的摄动，我们将建立一个新的坐标系，

如图 2.1 所示： 
 其中𝛺𝛺为人造卫星运行平面和地球赤道面的交线（升

交线）与 x 轴的夹角，𝑖𝑖为卫星运行平面法线与 z 轴夹角，

𝜔𝜔是升交线和离心率矢量的夹角。再设𝑒𝑒是轨道的离心率，

𝑎𝑎是轨道的半长轴，𝑇𝑇是行星运行周期。 
假设有摄动势Δ𝑉𝑉，此时上面所给的参量将不再是常量，但是认为它们产生显著变化的

时间𝜏𝜏 ≫卫星运动的周期𝑇𝑇，可以得到方程： 
d𝜔𝜔
d𝑡𝑡

=
√1 − 𝑒𝑒2

𝑛𝑛𝑎𝑎2𝑒𝑒
𝜕𝜕Δ𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
cot 𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑎𝑎2√1 − 𝑒𝑒2
𝜕𝜕Δ𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

d𝛺𝛺
d𝑡𝑡

=
1

𝑛𝑛𝑎𝑎2√1 − 𝑒𝑒2 sin 𝑖𝑖
𝜕𝜕Δ𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

其中𝑛𝑛 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇
。 

（1）假设地球的质量是𝑀𝑀，半径是𝑅𝑅，假设地球仍然关于𝑧𝑧轴轴对称，试证明摄动势的形式： 

Δ𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃) = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2

𝑟𝑟3
�

3
2

cos2 𝜃𝜃 −
1
2
� 

其中𝐽𝐽是一个只由地球的形状决定的常量。 
提示：轴对称情况下的拉普拉斯方程通解为： 

𝑉𝑉 = �[𝑎𝑎𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑟𝑟−𝑛𝑛−1]
∞

𝑛𝑛=0

𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜃𝜃) 

其中𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)为第𝑛𝑛阶勒让德函数，有𝑃𝑃0(𝑥𝑥) = 1，𝑃𝑃1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥，𝑃𝑃2(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2−1
2

。 

（2）将第（1）问求出的摄动势代入摄动方程，求出𝜔̇𝜔和𝛺̇𝛺。并且可以发现对于某个𝑖𝑖使得椭

圆轨道不存在进动（𝜔𝜔不变），求出这个临界角𝑖𝑖c，这个轨道称为 Molnya 轨道。 
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提示：由于我们只关注𝜔𝜔和𝛺𝛺的长期变化，可以将摄动势在卫星的多个运行周期求平均。 
数学公式：横线表示对卫星的多个运行周期求平均。 

�
𝑎𝑎
𝑟𝑟
�
3������

=
1

(1 − 𝑒𝑒2)
3
2

 

（3）设地球卫星轨道的倾角为30°，近地点高度和远地点高度分别为ℎ𝑚𝑚 = 161km 和ℎ𝑀𝑀 =
837km，忽略大气阻力，求出𝜔̇𝜔和𝛺̇𝛺。（地球半径𝑅𝑅 = 6371km, 𝐽𝐽 = 1.825 × 10−3） 
 

解：（1）已知真空中的引力势𝑉𝑉是拉普拉斯方程的解 
∇2𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃) = 0 (1) 

由于系统的旋转对称性，𝑉𝑉只与𝑟𝑟,𝜃𝜃有关，通过分离变数法解此偏微分方程： 

𝑉𝑉 =
𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟
�1 −�𝐽𝐽𝑛𝑛 �

𝑅𝑅
𝑟𝑟
�
𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1

𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜃𝜃)�  (2) 

其中𝐽𝐽𝑛𝑛为常数，𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜃𝜃)为第𝑛𝑛个勒让德多项式。两边同时乘以𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜃𝜃)并从 0 积分到2π，
利用勒让德多项式的正交性： 

𝐽𝐽𝑛𝑛 ∝ � 𝑉𝑉𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜃𝜃)d𝜃𝜃
2𝜋𝜋

0
 (3) 

注意到𝑉𝑉是𝜃𝜃的偶函数，因此所有奇数项为 0，将（2）式中级数保留到最低非零项： 

𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃) =
𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟
�1 − 𝐽𝐽2 �

𝑅𝑅
𝑟𝑟
�
2

𝑃𝑃2(cos𝜃𝜃)�  (4) 

将𝑃𝑃2(cos𝜃𝜃)的形式带入其中，并令𝐽𝐽2 = 𝐽𝐽，于是有摄动项表达式近似为： 

Δ𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃) = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2

𝑟𝑟3
�

3
2

cos2 𝜃𝜃 −
1
2
�  (5) 

得证 
（2）由几何关系： 

cos𝜃𝜃 = sin(𝜔𝜔 + 𝑓𝑓) sin 𝑖𝑖 (6) 
带入（5）式： 

Δ𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃) = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2

𝑟𝑟3
�

3
2

sin2(𝜔𝜔 + 𝑓𝑓) sin2 𝑖𝑖 −
1
2
�  

利用sin2(𝜔𝜔 + 𝑓𝑓) = [1 − cos 2(𝜔𝜔 + 𝑓𝑓)]/2，得 

Δ𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃) = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2

𝑟𝑟3
�

3
4

sin2 𝑖𝑖 −
3
4

sin2 𝑖𝑖 cos 2(𝜔𝜔 + 𝑓𝑓) −
1
2
�  (7) 

由于我们只关心长期变动，将摄动势在卫星的多个运行周期中求平均，容易看出周期项在长

时间平均下为零 

Δ𝑉𝑉(𝑟𝑟,𝜃𝜃)����������� = −𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2 �
1
𝑟𝑟3
�

������
�

3
4

sin2 𝑖𝑖 −
1
2
� = −

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2

𝑎𝑎3(1 − 𝑒𝑒2)
3
2
�

3
4

sin2 𝑖𝑖 −
1
2
�  (8) 

由此可得： 

𝜕𝜕Δ𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
3𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑅𝑅2

4𝑎𝑎3(1 − 𝑒𝑒2)
5
2

(3 sin2 𝑖𝑖 − 2) (9) 

𝜕𝜕Δ𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅2

2𝑎𝑎3(1 − 𝑒𝑒2)
3
2

sin 𝑖𝑖 cos 𝑖𝑖  (10) 
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将（8）式带入摄动方程中，就得到了卫星的摄动方程： 

𝜔̇𝜔 =
3𝜋𝜋
2𝑇𝑇

⋅
𝐽𝐽𝑅𝑅2

𝑎𝑎2(1 − 𝑒𝑒2)2
(4 − 5 sin2 𝑖𝑖) (11) 

𝛺̇𝛺 = −
3𝜋𝜋
𝑇𝑇
⋅

𝐽𝐽𝑅𝑅2

𝑎𝑎2(1 − 𝑒𝑒2)2 cos 𝑖𝑖  (12) 

观察𝜔̇𝜔的表达式可以得出，当 

sin 𝑖𝑖𝑐𝑐 =
2√5

5
 (13) 

时，轨道不存在进动 
（3）卫星的轨道近似为椭圆，注意到几何关系： 

𝑎𝑎(1 − 𝑒𝑒) = 𝑅𝑅 + ℎ𝑚𝑚 
𝑎𝑎(1 + 𝑒𝑒) = 𝑅𝑅 + ℎ𝑀𝑀 

解得 

𝑎𝑎 =
2𝑅𝑅 + ℎ𝑚𝑚 + ℎ𝑀𝑀

2
= 6877km (14) 

𝑒𝑒 =
ℎ𝑀𝑀 − ℎ𝑚𝑚

2𝑅𝑅 + ℎ𝑚𝑚 + ℎ𝑀𝑀
= 0.04915 (15) 

又有 

2𝜋𝜋
𝑇𝑇

= �𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑎𝑎3

= 1.1071 × 10−3rad/s 

最后得到： 
𝜔̇𝜔 = 2.1366 × 10−6rad/s (16) 
𝛺̇𝛺 = −1.3457 × 10−6rad/s (17) 

 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 14 分：（1）（3）（4）式各 2 分，（2）（5）式各 4 分； 
第（2）问 20 分：（6）（7）（9）（10）式各 2 分，（8）（11）（12）（13）式 3 分； 
第（3）问 6 分：（14）（15）式各 1 分，（16）式和（17）式 2 分。 
 

三、（60 分）悬挂电缆线 
考虑一根原长为𝑙𝑙的电缆线，电缆线视为直径为𝑑𝑑的长圆柱，其材料的杨氏模量为𝐸𝐸，密

度为𝜌𝜌，电导率为𝜎𝜎，两端固定在间距也为𝑙𝑙、高为ℎ的两竖直杆的上端，两杆下端固定在大地

上，满足𝑑𝑑 ≪ ℎ ≪ 𝑙𝑙，大地视为无限大理想良导体，如图 3.1 所示。本题无需考虑形变对电流

传输的影响，不考虑相对论效应。重力加速度为𝑔𝑔。 

 
请在答题卡第 3 页作答第（1）（2）两问 
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（1）大地由于具有较高的电导率，对电磁场具有趋肤效应，设大地表面的电场仅有法向分

量，磁感应强度均仅有切向分量。不考虑形变，写出导线单位长度的电阻𝑅𝑅，并求出单位长

度电缆与大地间形成的等效电容𝐶𝐶与等效电感𝐿𝐿。在接下来的小问中，假设𝑅𝑅, 𝐿𝐿,𝐶𝐶均保持不变。 
（2）本问考虑直流电流使电缆发生的微小的形变。根据伯努利——欧拉定理，梁上某点的

力偶矩为𝜏𝜏 = 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑅𝑅0
，𝑅𝑅0为梁中性面的曲率半径，𝐼𝐼为惯量矩。已知对于圆柱，其横截面的惯量矩

𝐼𝐼 = ∫ 𝑧𝑧2d𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1
64
π𝑑𝑑4。现使电缆从右往左通过稳恒电流𝐼𝐼0，求解电缆最低点相对两端下降的

高度𝛿𝛿的表达式以及其数值并保留三位有效数字。假设𝛿𝛿 ≪ ℎ，可以利用以下给定数据进行适

当的近似。 
数据：(仅限本问使用) 

ℎ = 1m, 𝑙𝑙 = 10m,𝑑𝑑 = 0.1m,𝜎𝜎 = 5.7 × 107(Ω ⋅ m)−1, 
𝐸𝐸 = 1.5 × 1011 Pa, 𝐼𝐼0 = 4 × 104A,𝜌𝜌 = 7.13g cm3⁄ ,𝑔𝑔 = 9.8m/s2 

请在答题卡第 4 页作答第（3）（4）两问 
（3）本问考察交流信号在电缆线上的传输。不考虑电缆线发生的微小形变，于电缆右端加

交流电动势𝑈𝑈 = 𝑈𝑈𝑚𝑚 cos𝜔𝜔𝜔𝜔，左端保持零电势，为便于计算，使用复数形式𝑈𝑈 = 𝑈𝑈𝑚𝑚e−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗。以

左端为坐标原点，向右为正方向建立𝑥𝑥轴，足够长时间后电缆线上存在复电势分布𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)与
复电流分布𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)。本问可直接使用（1）问中的𝑅𝑅, 𝐿𝐿,𝐶𝐶参量。 
（3.1）求𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)与𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)满足的微分方程组，并利用边界条件求出𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)的表达式。为使解

答更简洁，本小问可以使用换元：(𝑗𝑗2 = −1) 

𝛼𝛼 = −�
𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2
��1 + �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔

�
2

− 1��

1
2

+ 𝑗𝑗 �
𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2
��1 + �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔

�
2

+ 1��

1
2

 

（3.2）求出此时信号在电缆上的传播速度。并在𝑅𝑅 = 0下重新求解传播速度。 
（4）接（2）（3）问，本问考虑交流电对电缆线产生形变的影响。假设梁上的每一点仅发生

竖直方向的微小位移。 

 

（4.1）考虑电缆线的横向微振动。设线上各点位移用𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)描述，单位长度所受外力与外力

矩用𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)与𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)表示，如图 3.2 所示。杆横截面切向内力与内力矩分布用𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)与𝜏𝜏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
表示，求出杆上各点满足的动力学方程与力矩平衡方程。方程中请代入𝜏𝜏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)的具体表达式。 
（4.2）在自由条件下，有𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0,𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0，写出𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)满足的横向自由振动微分方程。

已知方程解的形式为： 
𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = (𝐵𝐵1 cosh𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝐵𝐵2 sinh𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝐵𝐵3 cos𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝐵𝐵4 sin𝐾𝐾𝐾𝐾) cos(𝛺𝛺𝛺𝛺 + 𝜑𝜑) 

其中𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3,𝐵𝐵4,𝐾𝐾为常数。求𝛺𝛺，用含𝐾𝐾的表达式表示。 
（4.3）将电缆线右端与交流电流源连接，电流源输出电流满足𝑖𝑖 = 𝑖𝑖0 cos𝜔𝜔𝜔𝜔，左端断路。假

设电缆线电阻很小，可认为𝑅𝑅 = 0，同时𝜔𝜔较小使𝑙𝑙 ≪ 𝜆𝜆，𝜆𝜆为电缆线上信号传播的特征波
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长。仅考虑磁场力与重力。已知在适当的近似下𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)为𝑥𝑥的多项式，求出此时𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)的表

达式，并写出此时的振动方程的特解。（答案中不要引入待定常数） 
 
解：（1）设电缆均匀带电，线密度为+𝜆𝜆，其电像为均匀带负电的圆柱，带电线密度为−𝜆𝜆。
此时电缆的电势为： 

𝜑𝜑 =
𝜆𝜆

2π𝜀𝜀0
ln
4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑

(1) 

𝐶𝐶 =
𝜆𝜆
𝜑𝜑

=
2π𝜀𝜀0

ln4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑

(2) 

再设从电缆上流过电流𝐼𝐼,则其电像为流过电流为−𝐼𝐼的导线，磁通为： 

𝛷𝛷 = �
𝜇𝜇0𝐼𝐼
2π𝑟𝑟

d𝑟𝑟
2ℎ−𝑑𝑑2

𝑑𝑑
2

=
𝜇𝜇0𝐼𝐼
2π

ln
4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑

(3) 

𝐿𝐿 =
𝛷𝛷
𝐼𝐼

=
𝜇𝜇0
2π

ln
4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑

(4) 

𝑅𝑅 =
4

𝜎𝜎π𝑑𝑑2
(5) 

（注：答案中的4ℎ − 𝑑𝑑写为4ℎ也算对） 
（2）电缆单位长度受磁场力为： 

𝑓𝑓1 = −
𝜇𝜇0𝐼𝐼02

4πℎ
(6) 

假设电流从右向左流，以左端为原点，向右建立 x 轴，向上建立 y 轴。导线上的电势分布

为： 

𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 𝐼𝐼0𝑅𝑅𝑅𝑅 =
4

𝜎𝜎π𝑑𝑑2
𝐼𝐼0𝑥𝑥 + 𝜑𝜑0 (7) 

带电线密度为： 

𝜆𝜆(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) =
8𝜀𝜀0𝐼𝐼0𝑥𝑥

𝜎𝜎𝑑𝑑2 ln 4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑

(8) 

由于𝑙𝑙 ≫ ℎ,可认为电缆上 x 处的点所感受到的电场为带电线密度为−𝜆𝜆(𝑥𝑥)的无限长圆柱产生

的电场。则单位长电缆受电场力为： 

𝑓𝑓2 =
𝜆𝜆2

2π𝜀𝜀0 ⋅ 2ℎ
=

16𝜀𝜀0𝐼𝐼02𝑥𝑥2

πℎ𝜎𝜎2𝑑𝑑4 �ln4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑 �

2 (9) 

单位长度受合力为： 

𝑓𝑓 =
1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 −

𝜇𝜇0𝐼𝐼02

4πℎ
+

16𝜀𝜀0𝐼𝐼02

πℎ𝜎𝜎2𝑑𝑑4 �ln4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑 �

2 𝑥𝑥
2 (10) 

对数量级进行大致估算： 

1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 −

𝜇𝜇0𝐼𝐼02

4πℎ
~102,

16𝜀𝜀0𝐼𝐼02

πℎ𝜎𝜎2𝑑𝑑4 �ln4ℎ − 𝑑𝑑
𝑑𝑑 �

2 𝑙𝑙
2~10−12 (11) 

则电场力部分完全可以忽略。 
两端的支持力为： 
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𝑁𝑁𝐿𝐿 = 𝑁𝑁𝑅𝑅 = �
1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 −

𝜇𝜇0𝐼𝐼02

4πℎ
� ⋅

1
2
𝑙𝑙 (12) 

由于形变很小，有： 

1
𝑅𝑅0

=
𝑦𝑦″

(1 + 𝑦𝑦′2)
3
2
≈ 𝑦𝑦″ (13) 

对 x 点处的力矩平衡方程为： 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑦𝑦″ =
1

64
𝐸𝐸π𝑑𝑑4𝑦𝑦″ =

1
2
�

1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 −

𝜇𝜇0𝐼𝐼02

4πℎ
� (𝑙𝑙𝑙𝑙 − 𝑥𝑥2) (14) 

由边界条件𝑦𝑦(0) = 𝑦𝑦(𝑙𝑙) = 0，积分得： 

𝑦𝑦(𝑥𝑥) =
32
𝐸𝐸π𝑑𝑑4

�
1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 −

𝜇𝜇0𝐼𝐼02

4πℎ
� �

1
6
𝑙𝑙𝑥𝑥3 −

1
12

𝑥𝑥4 −
1

12
𝑙𝑙3𝑥𝑥� (15) 

𝛿𝛿 = −𝑦𝑦 �
𝑙𝑙
2
� =

5𝑙𝑙4

24𝐸𝐸𝑑𝑑4
�𝜌𝜌𝜌𝜌𝑑𝑑2 −

𝜇𝜇0𝐼𝐼02

π2ℎ
� = 0.0688 m (16) 

（3）（3.1）等效电路图如图： 

 
存在关系式： 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =
𝜆𝜆(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝐶𝐶

(17) 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

(18) 

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

(19) 

即： 

�
𝐶𝐶
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

(20) 

边界条件为： 

�
𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0
𝑢𝑢(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 𝑈𝑈𝑚𝑚e−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

(21) 

于(20)式中消去𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)： 

𝐿𝐿
𝜕𝜕2𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
−

1
𝐶𝐶
𝜕𝜕2𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 0 (22)  

设试探解：𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑖𝑖0e𝛼𝛼𝛼𝛼e−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 
𝛼𝛼2 = −𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (23) 

𝛼𝛼为一复数，设𝛼𝛼 = −𝛽𝛽 + 𝑗𝑗𝑘𝑘(𝑘𝑘 > 0) 

�𝑘𝑘
2 − 𝛽𝛽2 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(24) 
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⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
𝑘𝑘 = �

𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2
��1 + �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔

�
2

+ 1��

1
2

𝛽𝛽 = �
𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2
��1 + �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔

�
2

− 1��

1
2

(25) 

则𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = (𝑢𝑢1e𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝑢𝑢2e−𝛼𝛼𝛼𝛼)e−𝑗𝑗𝜔𝜔𝜔𝜔,与边界条件联立： 

�
𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢2 = 0
𝑢𝑢1e𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝑢𝑢2e−𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝑈𝑈𝑚𝑚

(26) 

�
𝑢𝑢1 =

𝑈𝑈𝑚𝑚
e𝛼𝛼𝛼𝛼 − e−𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑢𝑢2 =
−𝑈𝑈𝑚𝑚

e𝛼𝛼𝛼𝛼 − e−𝛼𝛼𝛼𝛼

(27) 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑈𝑈𝑚𝑚
e𝛼𝛼𝛼𝛼 − e−𝛼𝛼𝛼𝛼

e𝛼𝛼𝛼𝛼 − e−𝛼𝛼𝛼𝛼
e−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 (28) 

其中 

𝛼𝛼 = −�
𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2
��1 + �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔

�
2

− 1��

1
2

+ 𝑗𝑗 �
𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2

2
��1 + �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔

�
2

+ 1��

1
2

 

（3.2）信号传播的速度为群速： 

𝑣𝑣𝑔𝑔 =
d𝜔𝜔
d𝑘𝑘

=
�2�√𝐶𝐶2𝐿𝐿2𝜔𝜔4 + 𝐶𝐶2𝑅𝑅2𝜔𝜔2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔2��

1
2

𝐶𝐶2𝐿𝐿2𝜔𝜔3 + 1
2𝐶𝐶

2𝑅𝑅2𝜔𝜔

√𝐶𝐶2𝐿𝐿2𝜔𝜔4 + 𝐶𝐶2𝑅𝑅2𝜔𝜔2
+ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶

=
�2��1 + � 𝑅𝑅𝜔𝜔𝜔𝜔�

2
+ 1� �1 + � 𝑅𝑅𝜔𝜔𝜔𝜔�

2
��

1
2

1 + 1
2 �

𝑅𝑅
𝜔𝜔𝜔𝜔�

2
+ �1 + � 𝑅𝑅𝜔𝜔𝜔𝜔�

2
⋅

1
√𝐶𝐶𝐶𝐶

(29)

 

代入𝑅𝑅 = 0： 

𝑣𝑣𝑔𝑔 =
1
√𝐶𝐶𝐶𝐶

=
1

�𝜖𝜖0𝜇𝜇0
= 𝑐𝑐 (30) 

（4）（4.1） 

 
动力学方程与力矩平衡方程为： 
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𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜌𝜌π𝑑𝑑2

4
∂2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑡𝑡2

(31) 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) (32) 

代入𝜏𝜏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑅𝑅0

= 1
64
𝐸𝐸π𝑑𝑑4𝑦𝑦″ 

1
64

𝐸𝐸π𝑑𝑑4
∂3𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+ 𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) (33) 

（4.2）消去𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)： 
𝜌𝜌π𝑑𝑑2

4
∂2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+
1

64
𝐸𝐸π𝑑𝑑4

∂4𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑥𝑥4

= 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 (34) 

边界条件为： 
𝑦𝑦(0, 𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 0 (35) 

𝛺𝛺 =
𝐾𝐾2𝑑𝑑

4
�
𝐸𝐸
𝜌𝜌

(36) 

（4.3）此时电路方程为： 
𝜕𝜕2𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

−
1
𝐿𝐿𝐶𝐶

⋅
𝜕𝜕2𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 0 (37) 

边界条件为： 

�𝑖𝑖
(0, 𝑡𝑡) = 0
𝑖𝑖(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 𝑖𝑖0 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 (38) 

由于𝜔𝜔较小，电缆上的电流沿 x 的分布近似是线性的： 

𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ≈
𝑖𝑖0𝑥𝑥
𝑙𝑙

cos𝜔𝜔𝜔𝜔 (39) 

由于𝑙𝑙 ≫ ℎ，电缆上各点的磁场近似视为无限长载流直导线产生： 

𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ≈
𝜇𝜇0𝑖𝑖
4πℎ

=
𝜇𝜇0𝑖𝑖0𝑥𝑥
4πℎ𝑙𝑙

cos𝜔𝜔𝜔𝜔 (40) 

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =
𝜇𝜇0𝑖𝑖02𝑥𝑥2

4πℎ𝑙𝑙2
cos2 𝜔𝜔𝜔𝜔 −

1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 (41) 

振动方程为： 
𝜌𝜌π𝑑𝑑2

4
∂2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+
1

64
𝐸𝐸π𝑑𝑑4

∂4𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑥𝑥4

=
𝜇𝜇0𝑖𝑖02

4πℎ𝑙𝑙2
𝑥𝑥2 cos2 𝜔𝜔𝜔𝜔 −

1
4
𝜌𝜌𝜌𝜌π𝑑𝑑2 (42) 

有特解： 

𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =
8𝜇𝜇0𝑖𝑖02

45𝐸𝐸π2𝑑𝑑4ℎ𝑙𝑙2
𝑥𝑥6 −

2𝜌𝜌𝜌𝜌
3𝐸𝐸𝑑𝑑2

𝑥𝑥4 −
𝜇𝜇0𝑖𝑖02

8π2𝜌𝜌𝑑𝑑2ℎ𝑙𝑙2𝜔𝜔2 𝑥𝑥
2 cos 2𝜔𝜔𝜔𝜔 (43) 

 
评分标准：本题满分 60 分。 
第（1）问 6 分：（2）（4）（5）式各 2 分； 
第（2）问 18 分：（6）（9）（11）（12）（14）（15）式各 2 分，（10）（16）式各 3 分； 
第（3）问 20 分： 
第（3.1）问 14 分：（21）（22）（23）（26）（28）式各 2 分，（20）式 4 分； 
第（3.2）问 6 分：（30）式 2 分，（29）式 4 分； 
第（4）问 16 分： 
第（4.1）问 4 分：（31）（33）式各 2 分； 
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第（4.2）问 4 分：（34）（36）式各 2 分； 
第（4.3）问 8 分：（39）（41）（42）（43）式各 2 分。 
 

四、（40分）光分支流现象 
波在一个关联长度比波长大的弱无序势中传播时，会持续出现分支现象，即分支流

（branched flow）。2001 年，美国哈佛大学 M. Topinka 等人在二维电子气中发现了分支流

现象，2010 年，德国马尔堡菲利普斯大学 R. Höhmann 等人在微波腔中发现了微波的分

支现象，2020 年，以色列理工学院 A. Patsyk 等人首次报道了光的分支流现象：一束激光

射入肥皂膜内部的夹层时，不会像原来在空气中一样沿直线传播，而是会产生分支现象。

激光束就像从树干中衍生出树枝一样，多次分岔，在肥皂膜内扩散，形成许多的分支。并

且这种分支并不是固定不变的，而是会随时间无序且随机地快速变化。造成激光不沿直线

传播，而是改变路径产生分支的原因就在于光的传播介质——肥皂膜的厚度分布无序且随

机。肥皂膜厚度在空间上的无序与随机性就导致了空间各点膜内有效折射率的随机分布，

造成了光的偏折与分支，肥皂膜厚度分布的时间随机性则是光分支随机快速变化的原因。

研究团队将激光束耦合到肥皂膜上。他们发现，当光在肥皂膜中传播而不是被散射时，光

会形成细长的分支，从而形成光的分支流现象。 
对于在空气中稳定存在的肥皂膜，肥皂膜内部的折射率为肥皂溶液的折射率，肥皂膜外

部的折射率为空气折射率。在本题的模型中，假设全空间折射率分布为： 

𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = �1, |𝑧𝑧| > 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)/2
𝑛𝑛, |𝑧𝑧| < 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)/2 

设磁导率𝜇𝜇 = 𝜇𝜇0且不考虑色散。肥皂膜的厚度𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在波长量级且在波长范围内几乎为常

量。本题研究𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的变化尺度为百微米量级。 
麦克斯韦方程组为： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧∇ ∙ 𝐷𝐷

��⃗ = 𝜌𝜌
∇ ∙ 𝐵𝐵�⃗ = 0

∇ × 𝐸𝐸�⃗ = −
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕

∇ × 𝐻𝐻��⃗ = 𝐽𝐽 +
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

在均匀介质中电磁波的传播遵循亥姆霍兹方程： 
𝐷𝐷��⃗ = 𝜀𝜀𝐸𝐸�⃗ ,𝐵𝐵�⃗ = 𝜇𝜇𝐻𝐻��⃗ ⇒ ∇2𝜓𝜓 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜔𝜔2𝜓𝜓 = 0 

其中𝜓𝜓是电场或磁场在任意方向上的振幅，𝜔𝜔是电磁波角频率 。本题考虑角频率为𝜔𝜔的单色

电磁波。 
在空间中只可能存在两种电磁波的叠加，一种是类似 F-P 腔的多光束干涉，另一种是

束缚在肥皂膜内以及附近传播的，光的分支流现象对应后者。显然束缚在肥皂膜附近的电

磁波，在𝑧𝑧方向上是驻波，而沿𝑥𝑥𝑥𝑥平面方向可以传播行波。电磁波有两种偏振，由于沿𝑥𝑥𝑥𝑥
平面方向传播行波，可以选取一种偏振为𝐸𝐸𝑧𝑧 = 0，另一种偏振为𝐻𝐻𝑧𝑧 = 0。在第一种波内，

电场是纯横向的（相对波矢），记作𝑇𝑇𝑇𝑇波，在第二种波内，磁场是纯横向的，记作𝑇𝑇𝑇𝑇波。 
为了寻求束缚在肥皂膜附近电磁波的解，现在采用分离变量法，设𝜓𝜓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) =

∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝛹𝛹𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑖𝑖 ，𝑎𝑎𝑖𝑖是任意复常数。其中对于𝑇𝑇𝑇𝑇波𝜓𝜓 = 𝐸𝐸，对于𝑇𝑇𝑇𝑇波𝜓𝜓 = 𝐻𝐻，对于不同

的𝑖𝑖称作电磁波的不同模式（如果比值𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)/𝐺𝐺𝑗𝑗(𝑧𝑧)为复常数，则称𝑖𝑖和𝑗𝑗为一个模式）。以下电

磁场𝐸𝐸,𝐻𝐻的分量均指复振幅。 
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对于𝑇𝑇𝑇𝑇波，𝐸𝐸𝑥𝑥 = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑖𝑖 ,𝐸𝐸𝑦𝑦 = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝐵𝐵𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑖𝑖 。由于∇ ∙ 𝐸𝐸�⃗ = 0及𝐸𝐸𝑧𝑧 = 0，

所以
𝜕𝜕𝐴𝐴𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝐵𝐵𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0，可以设𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝛷𝛷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝐵𝐵𝑖𝑖 = −𝜕𝜕𝛷𝛷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

；对于𝑇𝑇𝑇𝑇波，𝐻𝐻𝑥𝑥 = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑖𝑖 ,𝐻𝐻𝑦𝑦 =

∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑖𝑖 ，同理可以设𝐶𝐶𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝛷𝛷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝐷𝐷𝑖𝑖 = −𝜕𝜕𝛷𝛷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

。 

（1）分别对于𝑇𝑇𝑇𝑇波和𝑇𝑇𝑇𝑇波写出𝛷𝛷𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)满足的微分方程，不必求解。 
提示：考虑亥姆霍兹方程和电磁场的边界条件。 
（2）分别对于𝑇𝑇𝑇𝑇波和𝑇𝑇𝑇𝑇波求解所有可能的电磁波模式个数。 
（3）证明：全空间电场总能量平均值等于全空间磁场总能量平均值。 
提示：∇ ∙ �𝑎⃗𝑎 × 𝑏𝑏�⃗ � = 𝑏𝑏�⃗ ∙ (∇ × 𝑎⃗𝑎) − 𝑎⃗𝑎 ∙ �∇ × 𝑏𝑏�⃗ �,∇ × (∇ × 𝑎⃗𝑎) = ∇(∇ ∙ 𝑎⃗𝑎) − ∇2𝑎⃗𝑎 

以下考虑光束在肥皂膜中的传播。由于波长远小于厚度变化的尺度，考虑几何光学近

似。 
（4）证明：在几何光学近似下，对于每一个模式，𝛷𝛷𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)等价于光线在第𝑖𝑖个二维等效折

射率分布中的轨迹。 
（5）证明：在几何光学近似下，对于每一个模式，𝛷𝛷𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)等价于经典粒子在第𝑖𝑖个二维势

场中的运动轨迹。 
（6）为了直观地理解光的分支流，下面考虑厚度分布： 

𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �𝑑𝑑, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 > 𝑅𝑅2 
𝑑𝑑 + (1 − (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)/𝑅𝑅2)𝛥𝛥, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 < 𝑅𝑅2

 

其中𝑅𝑅为毫米量级且|𝛥𝛥| ≪ 𝑑𝑑（规定有效折射率的平方保留𝛥𝛥的一阶项）。一束单色激光在点

(−2𝑅𝑅,𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 , 0)耦合到肥皂膜上并沿+𝑥𝑥方向传播，在几何光学近似下求解𝛷𝛷𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)对应的

轨迹，并画出𝛥𝛥 > 0对应的草图。  
提示：可以使用参数方程。 
 

解：（1）对于𝑇𝑇𝑇𝑇波，考虑第𝑖𝑖个模式，将𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧),𝐸𝐸𝑦𝑦 = 𝐵𝐵𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)代入亥姆霍兹

方程得到： 
1
𝐴𝐴𝑖𝑖
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�𝐴𝐴𝑖𝑖 = −

1
𝐺𝐺𝑖𝑖

d2

d𝑧𝑧2
𝐺𝐺𝑖𝑖 − 𝑛𝑛2𝑘𝑘2 (1) 

1
𝐵𝐵𝑖𝑖
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�𝐵𝐵𝑖𝑖 = −

1
𝐺𝐺𝑖𝑖

d2

d𝑧𝑧2
𝐺𝐺𝑖𝑖 − 𝑛𝑛2𝑘𝑘2 (2) 

其中𝑘𝑘 = 𝜔𝜔
𝑐𝑐
。 

由于𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在波长量级且在波长范围内几乎为常量，所以𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)近似与𝑥𝑥,𝑦𝑦无关。由于上

式左边不显含𝑧𝑧、右边不显含𝑥𝑥,𝑦𝑦，所以两边都为常数： 
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1
𝐴𝐴𝑖𝑖
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�𝐴𝐴𝑖𝑖 =

1
𝐵𝐵𝑖𝑖
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�𝐵𝐵𝑖𝑖 = −

1
𝐺𝐺𝑖𝑖

d2

d𝑧𝑧2
𝐺𝐺𝑖𝑖 − 𝑛𝑛2𝑘𝑘2 = Const. = −𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘2 (3) 

代入𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝛷𝛷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝐵𝐵𝑖𝑖 = −𝜕𝜕𝛷𝛷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

，考虑到𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)近似与𝑥𝑥,𝑦𝑦无关，得到： 

�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�𝛷𝛷𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘2𝛷𝛷𝑖𝑖 = 0 (4) 

𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑎𝑎e−

�𝑛𝑛𝑖𝑖
2−1𝑘𝑘�𝑧𝑧−𝑑𝑑2�, 𝑧𝑧 >

𝑑𝑑
2

𝑏𝑏 cos��𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜙𝜙� , |𝑧𝑧| <
𝑑𝑑
2

𝑐𝑐e
�𝑛𝑛𝑖𝑖

2−1𝑘𝑘�𝑧𝑧+𝑑𝑑2�, 𝑧𝑧 < −
𝑑𝑑
2

(5) 

下面给出自设参数𝑛𝑛𝑖𝑖满足的方程 
由麦克斯韦方程组得到： 

𝐵𝐵�⃗ = −
𝑗𝑗
𝜔𝜔
∇ × 𝐸𝐸�⃗ =

𝑗𝑗
𝜔𝜔 �

𝐵𝐵𝑖𝑖𝐺𝐺𝑖𝑖′𝑥𝑥� − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐺𝐺𝑖𝑖′𝑦𝑦� + �𝐴𝐴𝑖𝑖,𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑥𝑥�𝐺𝐺𝑖𝑖𝑧̂𝑧� (6) 

其中𝑗𝑗是虚数单位。 

由电磁场边界条件，在𝑧𝑧 = ± 𝑑𝑑
2
面上切向电场强度、磁场强度连续，代入得到： 

𝐺𝐺𝑖𝑖 �±
𝑑𝑑
2

+ 0� = 𝐺𝐺𝑖𝑖 �±
𝑑𝑑
2
− 0� ,𝐺𝐺𝑖𝑖′ �±

𝑑𝑑
2

+ 0� = 𝐺𝐺𝑖𝑖′ �±
𝑑𝑑
2
− 0� (7) 

代入解得： 

�𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑞𝑞π + 2 arctan�
𝑛𝑛𝑖𝑖2 − 1
𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2

(8) 

其中𝑞𝑞为整数。由于𝑛𝑛𝑖𝑖在[1,𝑛𝑛]上有不超过一个根，所以可以取𝑞𝑞 = 𝑖𝑖。 
对于𝑇𝑇𝑇𝑇波，考虑第𝑖𝑖个模式，将𝐻𝐻𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧),𝐻𝐻𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)代入亥姆霍兹方程，同

理有（1）~（5）式。由麦克斯韦方程组得到： 

𝐸𝐸�⃗ =
𝑗𝑗

𝜔𝜔𝜀𝜀0𝑛𝑛2
∇ × 𝐻𝐻��⃗ =

𝑗𝑗
𝜔𝜔𝜀𝜀0𝑛𝑛2

�−𝐷𝐷𝑖𝑖𝐺𝐺𝑖𝑖′𝑥𝑥� + 𝐶𝐶𝑖𝑖𝐺𝐺𝑖𝑖′𝑦𝑦� + �𝐷𝐷𝑖𝑖,𝑥𝑥 − 𝐶𝐶𝑖𝑖,𝑦𝑦�𝐺𝐺𝑖𝑖𝑧̂𝑧� (9) 

由电磁场边界条件，在𝑧𝑧 = ± 𝑑𝑑
2
面上切向电场强度、磁场强度连续，代入得到： 

𝐺𝐺𝑖𝑖 �±
𝑑𝑑
2

+ 0� = 𝐺𝐺𝑖𝑖 �±
𝑑𝑑
2
− 0� ,𝐺𝐺𝑖𝑖′ �±

𝑑𝑑
2

± 0� =
1
𝑛𝑛2
𝐺𝐺𝑖𝑖′ �±

𝑑𝑑
2
∓ 0� (10) 

代入解得： 

�𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑞𝑞π + 2 arctan�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛𝑖𝑖2 − 1
𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2

� (11) 

其中𝑞𝑞为整数。由于𝑛𝑛𝑖𝑖在[1,𝑛𝑛]上有不超过一个根，所以可以取𝑞𝑞 = 𝑖𝑖。 
【𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑧𝑧)的求解类似于量子力学的一维有限深势阱的求解，其中散射态具有连续能量，束缚

态具有离散能量。】 
（2）下面固定𝑑𝑑计算𝑛𝑛𝑖𝑖存在的条件。由（5）（7）（10）式得到：𝑛𝑛𝑖𝑖不能取1或𝑛𝑛。令𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡) =

√𝑛𝑛2 − 𝑡𝑡2𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑖𝑖π − 2 arctan� 𝑡𝑡2−1
𝑛𝑛2−𝑡𝑡2

,𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑡𝑡) = √𝑛𝑛2 − 𝑡𝑡2𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑖𝑖π − 2 arctan �𝑛𝑛2� 𝑡𝑡2−1
𝑛𝑛2−𝑡𝑡2

�，则𝑓𝑓𝑖𝑖和

𝑔𝑔𝑖𝑖在(1,𝑛𝑛)上各有不超过一个根。 
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由 于 𝑓𝑓𝑖𝑖(1) = 𝑔𝑔𝑖𝑖(1) = √𝑛𝑛2 − 1𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑖𝑖π, 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑛𝑛) = 𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑛𝑛) = −𝑖𝑖π − π， 所 以 𝑛𝑛𝑖𝑖 存 在 的 条 件 为

√𝑛𝑛2 − 1𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑖𝑖π > 0 > −𝑖𝑖π − 1，即0 ≤ 𝑖𝑖 < √𝑛𝑛2 − 1𝑘𝑘𝑘𝑘/π。 
所有可能的电磁波模式个数分别为： 

𝑁𝑁𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑇𝑇 = �
√𝑛𝑛2 − 1𝑘𝑘𝑘𝑘

π
� (12) 

注意𝑁𝑁𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑇𝑇可能随𝑑𝑑变化。 
（3）全空间电场总能量平均值和全空间磁场总能量平均值的差为： 

Δ𝑊𝑊 = ��
𝜀𝜀0𝑛𝑛2�𝐸𝐸�⃗ �

2

4
−
�𝐵𝐵�⃗ �

2

4𝜇𝜇0
� d𝑉𝑉 =

𝜀𝜀0
4𝑘𝑘2

��𝑛𝑛2𝑘𝑘2�𝐸𝐸�⃗ �
2
− �∇ × 𝐸𝐸�⃗ �

2
� d𝑉𝑉 (13) 

由亥姆霍兹方程得到： 

0 = �𝐸𝐸�⃗ ∗ ∙ (Δ𝐸𝐸�⃗ + 𝑛𝑛2𝑘𝑘2𝐸𝐸�⃗ )d𝑉𝑉 = ��𝑛𝑛2𝑘𝑘2�𝐸𝐸�⃗ �
2

+ 𝐸𝐸�⃗ ∗ ∙ Δ𝐸𝐸�⃗ � d𝑉𝑉 

由提示： 

∇ ∙ �𝐸𝐸�⃗ ∗ × �∇ × 𝐸𝐸�⃗ �� = �∇ × 𝐸𝐸�⃗ �
2
− 𝐸𝐸�⃗ ∗ ∙ �∇ × �∇ × 𝐸𝐸�⃗ �� = �∇ × 𝐸𝐸�⃗ �

2
+ 𝐸𝐸�⃗ ∗ ∙ ∇2𝐸𝐸�⃗  

由高斯定理： 

���∇ × 𝐸𝐸�⃗ �
2

+ 𝐸𝐸�⃗ ∗ ∙ ∇2𝐸𝐸�⃗ � d𝑉𝑉 = ��𝐸𝐸�⃗ ∗ × �∇ × 𝐸𝐸�⃗ �� ∙ d𝑆𝑆 (14) 

积分区域取球心在原点、半径为𝑟𝑟的球，令𝑟𝑟 → ∞，则�𝐸𝐸�⃗ �~1/𝑟𝑟、�𝐸𝐸�⃗ ∗ × �∇ × 𝐸𝐸�⃗ ��~1/𝑟𝑟3、等号

右边~1/𝑟𝑟 → 0。于是： 

Δ𝑊𝑊 =
𝜀𝜀0

4𝑘𝑘2
��𝑛𝑛2𝑘𝑘2�𝐸𝐸�⃗ �

2
+ 𝐸𝐸�⃗ ∗ ∙ ∇2𝐸𝐸�⃗ � d𝑉𝑉 = 0 (15) 

【注 1：�𝐸𝐸�⃗ �~1/𝑟𝑟可以通过以下方式得到：设时间𝑡𝑡 ≤ 0全空间电磁场为零，令𝑟𝑟 → ∞，则

�全空间的电磁场能量�~∫�𝐸𝐸�⃗ �
2

d𝑉𝑉~�光源功率 × 𝑡𝑡�~𝑟𝑟。 

注 2：反常积分∫ �𝜀𝜀0𝑛𝑛2�𝐸𝐸�⃗ �
2

/4 + �𝐵𝐵�⃗ �
2

/4𝜇𝜇0� d𝑉𝑉并不收敛，其中𝐸𝐸�⃗和𝐵𝐵�⃗ 分别是求解亥姆霍兹方程

得到的稳态（𝑡𝑡 = ∞）场量复振幅。】 
（4）由（8）（11）式得到𝑛𝑛𝑖𝑖是坐标𝑥𝑥,𝑦𝑦的函数。由（4）式及亥姆霍兹方程得到𝛷𝛷𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)等价

于光线在二维等效折射率分布𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)中的轨迹。 

（5）下面证明第𝑖𝑖个二维势场𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −1
2
𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)2，粒子机械能𝐸𝐸 = 0满足要求。这里只提

供最基础的证明。 
光线在均匀介质中沿直线传播，对应于经典粒子在均匀势场中沿直线运动；下面证明粒子在

𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −1
2
𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)2中的运动满足折射定律： 

考虑光从𝑛𝑛1介质折射到𝑛𝑛2介质，入射角和折射角分别为𝜃𝜃1,𝜃𝜃2，折射定律为𝑛𝑛1 sin𝜃𝜃1 =
𝑛𝑛2 sin𝜃𝜃2。 
与之对应，对于粒子有： 

�
能量守恒：𝑚𝑚𝑣𝑣12/2 − 𝑛𝑛12/2 = 𝑚𝑚𝑣𝑣22/2 − 𝑛𝑛22/2
沿切向动量守恒：𝑚𝑚𝑣𝑣1 sin𝜃𝜃1 = 𝑚𝑚𝑣𝑣2 sin𝜃𝜃2′

 

解得：𝜃𝜃2′ = 𝜃𝜃2，证毕。 
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（6）对于𝑇𝑇𝑇𝑇波，设𝑛𝑛𝑖𝑖满足方程�𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑖𝑖π + 2 arctan� 𝑛𝑛𝑖𝑖
2−1

𝑛𝑛2−𝑛𝑛𝑖𝑖
2。 

有效折射率的平方保留𝛥𝛥的一阶项： 

𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)2 = 𝑛𝑛𝑖𝑖2 + 𝛼𝛼𝑖𝑖 �1 −
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑅𝑅2
� , 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 < 𝑅𝑅2 (16) 

其中𝛼𝛼𝑖𝑖 = −
2𝑛𝑛𝑖𝑖�𝑛𝑛2−𝑛𝑛𝑖𝑖

2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑓𝑓0′(𝑛𝑛𝑖𝑖)
, 𝑓𝑓0(𝑡𝑡) = √𝑛𝑛2 − 𝑡𝑡2𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2 arctan� 𝑡𝑡2−1

𝑛𝑛2−𝑡𝑡2
。 

对于𝑇𝑇𝑇𝑇波，设𝑛𝑛𝑖𝑖满足方程�𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑖𝑖π + 2 arctan 𝑛𝑛2� 𝑛𝑛𝑖𝑖
2−1

𝑛𝑛2−𝑛𝑛𝑖𝑖
2。 

有效折射率的平方保留𝛥𝛥的一阶项： 

𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)2 = 𝑛𝑛𝑖𝑖2 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 �1 −
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑅𝑅2
� , 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 < 𝑅𝑅2 (17) 

其中𝛽𝛽𝑖𝑖 = −
2𝑛𝑛𝑖𝑖�𝑛𝑛2−𝑛𝑛𝑖𝑖

2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑔𝑔0′ (𝑛𝑛𝑖𝑖)
,𝑔𝑔0(𝑡𝑡) = √𝑛𝑛2 − 𝑡𝑡2𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2 arctan 𝑛𝑛2� 𝑡𝑡2−1

𝑛𝑛2−𝑡𝑡2
。 

记𝛺𝛺 = �𝛼𝛼𝑖𝑖/𝑅𝑅或�𝛽𝛽𝑖𝑖/𝑅𝑅。由（5）问得到粒子的运动方程：（设粒子质量为1） 

𝑟̈𝑟 = −∇𝑉𝑉 = ∇
1
2
𝑛𝑛2 = −𝛺𝛺2𝑟𝑟, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 < 𝑅𝑅2 

代入初始条件解得： 

𝑟𝑟 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(−𝑅𝑅 cos𝜃𝜃 𝑥𝑥� + 𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 𝑦𝑦�) + 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑡𝑡𝑥𝑥�, 𝑡𝑡 ≤ 0;
𝑛𝑛𝑖𝑖
𝛺𝛺
𝑥𝑥� sin𝛺𝛺𝛺𝛺 + (−𝑅𝑅 cos𝜃𝜃 𝑥𝑥� + 𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 𝑦𝑦�) cos𝛺𝛺𝛺𝛺 , 0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡0;

𝑅𝑅 cos𝜃𝜃�𝑛𝑛𝑖𝑖
2+𝛺𝛺2𝑅𝑅2�𝑥𝑥�+𝑅𝑅 sin𝜃𝜃�𝑛𝑛𝑖𝑖

2−𝛺𝛺2𝑅𝑅2�𝑦𝑦�

�𝑛𝑛𝑖𝑖
4+2𝑛𝑛𝑖𝑖

2𝛺𝛺2𝑅𝑅2 cos2𝜃𝜃+𝛺𝛺4𝑅𝑅4
+ (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0) 𝑛𝑛𝑖𝑖�𝑛𝑛𝑖𝑖

2+𝛺𝛺2𝑅𝑅2 cos2𝜃𝜃�𝑥𝑥�−𝑛𝑛𝑖𝑖𝛺𝛺2𝑅𝑅2 sin2𝜃𝜃𝑦𝑦�

�𝑛𝑛𝑖𝑖
4+2𝑛𝑛𝑖𝑖

2𝛺𝛺2𝑅𝑅2 cos 2𝜃𝜃+𝛺𝛺4𝑅𝑅4
, 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0

(18)  

其中𝑡𝑡0 = 1
𝛺𝛺

arctan 2𝑛𝑛𝑖𝑖𝛺𝛺𝛺𝛺 cos𝜃𝜃
𝑛𝑛𝑖𝑖
2−𝛺𝛺2𝑅𝑅2

。草图如下。 

  
 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 16 分：（4）（5）（7）（10）式各 2 分，（8）（11）式各 4 分； 
第（2）问 2 分：（12）式 2 分； 
第（3）问 8 分：（13）（14）（15）式 2 分，说明面积分为零 2 分； 
第（4）问 2 分：提到𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙,𝒚𝒚)为等效折射率分布 2 分； 
第（5）问 6 分：给出势场 2 分，证明 4 分（其它方法也给分）； 
第（6）问 6 分：（16）（17）式各 1 分，（18）式 2 分，草图 2 分（偏转方向正确 2 分）。 
 
五、（40 分）竞技体操 

8 月 5 日，随着女子自由体操决赛金牌的决出，2024 年巴黎奥运会中竞技体操的所有比

赛正式落下帷幕。在此次比赛中，中国竞技体操队的健儿们争金夺银，他们顶着伤病、在赛
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场上奋力拼搏的身影成为赛场上一道亮丽的风景线。本题拟在一定的近似条件下研究与竞技

体操相关的物理原理。 
（1）大回环——单杠 

单杠是男子竞技体操项目之一，且其中的许多技术动作亦会出现在女子体操项目“高低

杠”中。大回环是单杠中的一个基本技巧，在做大回环时，运动员身体近似保持笔直，双手

伸直，绕水平放置的单杠做圆周运动，如图 5.1 所示。本小问研究以下这种情况：运动员在

此问中，在最高点处由于要完成转体动作而静止，随后身体保持笔直状态，在受到扰动后摆

下。实心杠的半径为𝑟𝑟，长度为2𝑎𝑎，质量可忽略不计，其杨氏模量𝐸𝐸很大。将运动员近似为一

根铰接在单杠上的质量均匀为𝑚𝑚、长度为𝑙𝑙的杆。考虑重力，重力加速度为𝑔𝑔。 
（1.1）试在𝐸𝐸 → +∞的条件下，写出单杠对运动员的支持力𝑇𝑇随运动员身体与竖直方向夹角

𝜃𝜃的关系（为便于阅卷，规定𝑇𝑇的正方向：当它使得单杠有向人体一侧弯曲的倾向时，𝑇𝑇的符

号为正）； 
（1.2）在实际情况下，运动员在完成大回环时往往会双手握杠。此时，认为运动员双手距离

为2𝑏𝑏，两握点关于单杠的对称轴对称（为便于理解，此时你可以将运动员想象为两根质量均

匀为
𝑚𝑚
2
、长度为𝑙𝑙的杆，显然，它们的运动是同步的），如图 5.2 所示。在本小问中，𝐸𝐸将是一

个很大的有限量，你可以使用适当的近似。已知在单杠不受力时，它保持平直。试求与认为

单杠不可弯曲的情况相比，考虑单杠弹性后运动员在身体位置处于𝜃𝜃处时的角速度的变化量

𝛿𝛿； 

 
（2）如何在圆木上保持平衡——平衡木 

平衡木是女子体操动作项目，它需要运动员在一根横木上做出一连串的舞蹈与翻腾动作，

是最容易出现失误的体操项目。在巴黎奥运会平衡木上，参与比赛的八位高水平运动员中共

有五位摔下了平衡木，其比例比之前的各式大赛都要高上许多。在平衡木决赛中摘银的周雅

琴表示，与平时训练中的方木相比，巴黎奥运会组委会采用了圆木。所谓“方”与“圆”，

指的是横截面的形状。显然，为了在平衡木上站稳，圆木比之方木对落点准确性的要求更高。

本小问拟讨论运动员通过上半身的倾倒来使自身尽可能在圆木上保持平衡的可能性。如图

5.3 所示，将圆木简化为一个轴线水平的半圆柱，其静摩擦系数为𝜇𝜇且可以给人体提供任意大

小的力矩；将人体简化为两根长度均为𝐿𝐿、质量均为𝑀𝑀的忽略粗细的相连的匀质杆。初始时

刻，运动员位置与圆心的连线和竖直方向的夹角为𝛼𝛼，为保持平衡，运动员下半身保持不动，

上半身以角加速度𝛽𝛽作匀加角速度运动，方向如图所示，上半身在𝑡𝑡时刻与竖直方向的夹角记

为𝜙𝜙。已知运动员在𝜙𝜙达到𝜙𝜙0之前，无法通过脚步的移动使自己可以在静止状态下保持平衡。

作为简化，你需要求解0 ≤ 𝜙𝜙 ≤ 𝜙𝜙0时的平衡条件。试给出此条件，用𝑎𝑎 ≤ 𝑓𝑓(𝜙𝜙) ≤ 𝑏𝑏的形式表
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示，并在𝜇𝜇 = 1
5
，𝛼𝛼 = π

12
，𝜙𝜙0 = 0.500rad，𝑔𝑔 = 9.80m/s2，𝐿𝐿 = 0.800m的条件下给出𝛽𝛽的取值

范围。考虑重力，重力加速度为𝑔𝑔。 
 

解：（1）（1.1）有人体绕铰接点处的转动惯量为：𝐼𝐼 = 1
3
𝑚𝑚𝑙𝑙2，故由能量守恒定律可以写出： 

1
2
𝐼𝐼𝜔𝜔2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑙𝑙
2

cos𝜃𝜃 = 𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑙𝑙
2

(1) 

解得： 

𝜔𝜔 = �3
𝑔𝑔
𝑙𝑙

(1 − cos𝜃𝜃) (2) 

如答图 5.1 所示，可以列出径向上的受力方程（显然，杆对人体无角向作用力） 

𝑇𝑇 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 = 𝑚𝑚 ∙ 𝜔𝜔2 𝑙𝑙
2

(3) 

故有： 

𝑇𝑇 =
𝑚𝑚𝑚𝑚

2
(3 − 5 cos𝜃𝜃) (4) 

 
（1.2）先来研究答图 5.2 中杆在𝑥𝑥 = ±𝑏𝑏处受到相同作用力𝐹𝐹 = 𝑇𝑇/2的情况下的形变及对应的

弹性势能： 
考察杠上𝑥𝑥处的圆横截面，对于距中性面为𝑧𝑧处，有此处受力为： 

d𝐹𝐹 = 𝐸𝐸𝐸𝐸d𝑆𝑆 = 2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸�𝑟𝑟2 − 𝑧𝑧2d𝑧𝑧 (5) 
其中𝜅𝜅为曲率，𝜀𝜀为应变。故有𝑥𝑥处的总力矩为： 

𝑀𝑀 = � 𝑧𝑧d𝐹𝐹
𝑧𝑧=𝑟𝑟

𝑧𝑧=−𝑟𝑟
=
π
4
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑟𝑟4 (6) 

下面计算各𝑥𝑥(𝑥𝑥 ≥ 0)处的力矩以求出曲率，易得： 

𝑀𝑀 = �0 ,0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏
𝐹𝐹(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) ,𝑏𝑏 < 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎 (7) 

  故可知各𝑥𝑥处的曲率为： 

𝜅𝜅 = �
0 ,0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏

4𝐹𝐹
π𝑟𝑟4𝐸𝐸

(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) ,𝑏𝑏 < 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎
(8) 

此时，可以写出在(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)处的弹性势能密度为： 

𝑤𝑤 =
1
2
𝐸𝐸𝜀𝜀2 =

1
2
𝐸𝐸𝜅𝜅2𝑧𝑧2 (9) 

即可知𝑥𝑥处厚度为d𝑥𝑥的薄片的弹性势能为： 



 
第 24 届 CPHOS 物理竞赛联考（决赛模拟赛） 理论试题参考答案及评分标准 

 19 / 28  © 2024 CPHOS 
 

d𝑉𝑉 = d𝑥𝑥 ∙ �
1
2
𝐸𝐸𝜅𝜅2𝑧𝑧2 ∙ 2�𝑟𝑟2 − 𝑧𝑧2d𝑧𝑧

𝑟𝑟

−𝑟𝑟

= d𝑥𝑥 ∙
π
8
𝐸𝐸𝜅𝜅2𝑟𝑟4 = d𝑥𝑥 ∙

2𝑀𝑀2

𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟4
(10)

 

将𝑀𝑀的表达式代入并对𝑥𝑥积分，同时考虑到𝐹𝐹 = 𝑇𝑇/2，即得： 

𝑉𝑉 =
𝑇𝑇2

3𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟4
(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)3 (11) 

再来求由于杆有弹性导致的杆的形变： 
在形变量很小的条件下，有： 

𝜅𝜅 ≈
d2𝑦𝑦
d𝑥𝑥2

(12) 

所以对于0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏，有： 
𝑦𝑦′(𝑥𝑥) = 0 (13) 
Δ𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 0 (14) 

故对于第一段，有： 
Δ𝑦𝑦1 = 0 (15) 
𝑦𝑦′(𝑏𝑏) = 0 (16) 

而对于𝑏𝑏 < 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎的情况，有： 

𝑦𝑦′(𝑥𝑥) =
4𝐹𝐹
π𝑟𝑟4𝐸𝐸

�𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝑏𝑏) −
𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏2

2
� (17) 

故有第二段的形变量为： 

Δ𝑦𝑦2 =
2𝐹𝐹

3𝜋𝜋𝑟𝑟4𝐸𝐸
(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)2(2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) (18) 

故在拉力𝑇𝑇的作用下，杆向人弯曲的长度为： 

𝛥𝛥 =
𝑇𝑇

3𝜋𝜋𝑟𝑟4𝐸𝐸
(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)2(2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) (19) 

考虑弹性势能和重心位置与（1.1）中的差异，重新列出能量守恒方程： 
1
2
𝐼𝐼(𝜔𝜔 + 𝛿𝛿)2 + 𝑉𝑉(𝜃𝜃) + 𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 �

𝑙𝑙
2

+ 𝛥𝛥� = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (20) 

解得： 

𝛿𝛿 = 𝑚𝑚𝑔𝑔2(𝑎𝑎−𝑏𝑏)
2π𝐸𝐸𝑟𝑟4�3𝑔𝑔𝑔𝑔(1−cos𝜃𝜃) 

∙ �−2(2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)�4 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃 (3 − 5 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃)� + (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)(4 − (5 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃 − 3)2)� (21)

（2）设支持力为𝑁𝑁，摩擦力为𝑓𝑓。显然有𝜙𝜙处的角速度为： 
𝜔𝜔 = �2𝛽𝛽𝛽𝛽 (22) 

 

设单根杆的质量为𝑀𝑀，如答图 5.3 所示列出受力分析： 

𝑁𝑁 cos𝛼𝛼 + 𝑓𝑓 sin𝛼𝛼 −𝑀𝑀𝑀𝑀 =
𝑀𝑀𝑀𝑀
2

(−𝛽𝛽 sin𝜙𝜙 − 𝜔𝜔2 cos𝜙𝜙) (23) 
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𝑁𝑁 sin𝛼𝛼 − 𝑓𝑓 cos𝛼𝛼 =
𝑀𝑀𝑀𝑀
2

(𝛽𝛽 cos𝜙𝜙 − 𝜔𝜔2 sin𝜙𝜙) (24) 

解得： 

𝑁𝑁 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 cos𝛼𝛼 +
𝑀𝑀𝑀𝑀
2

(𝛽𝛽 sin(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙) − 2𝛽𝛽𝛽𝛽 cos(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙)) (25) 

𝑓𝑓 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝛼𝛼 −
𝑀𝑀𝑀𝑀
2

(𝛽𝛽 cos(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙) + 2𝛽𝛽𝛽𝛽 sin(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙)) (26) 

受力平衡的条件为： 

�
𝑓𝑓
𝑁𝑁
� ≤ 𝜇𝜇 (27) 

即： 

−𝜇𝜇 ≤
𝑘𝑘 sin𝛼𝛼 − cos(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙) − 2𝜙𝜙 sin(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙)
𝑘𝑘 cos𝛼𝛼 + sin(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙) − 2𝜙𝜙 cos(𝛼𝛼 − 𝜙𝜙) ≤ 𝜇𝜇 (28) 

其中：𝑘𝑘 = 4𝑔𝑔
𝐿𝐿𝐿𝐿
，0 ≤ 𝜙𝜙 ≤ 𝜙𝜙0。当各数据数值如题目所示时，可以求出： 

2.45 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 7.53 (29) 
即： 

6.51rad/s2 ≤ 𝛽𝛽 ≤ 20.0rad/s2 (30) 
 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 31 分： 
第（1.1）小问 5 分：（1）（2）（3）式 1 分，（4）式 2 分； 
第（1.2）小问 26 分：（5）（8）（10）（12）（13）（14）（15）（16）（17）式 1 分，（6）（7）
（9）（11）（18）（19）（20）式 2 分，（21）式 3 分； 
第（2）问 9 分：（22）（23）（24）（25）（26）（28）式 1 分，（30）式 3 分。 
 
六、（60 分）阻抗与反射率 
 对于“阻抗”这个概念，很多同学应该有所了解。但是大家对它的使用一般只局限于交流

电路中的“阻抗”，而实际上我们可以把这个概念推广到更多的场景中，如机械波中定义“力
学阻抗”。接下来我们讨论相关问题。 
（1）对于一个体系中传播的一维波，当它可以用𝐴𝐴、𝐵𝐵两个物理量完全描述时，我们可以试

图引入阻抗的概念。对于一种给定的波动模式，一个介质𝑖𝑖中的阻抗可以定义为𝑍𝑍𝑖𝑖 = 𝐵𝐵𝑖𝑖
𝐴𝐴𝑖𝑖
（要求

该模式下
𝐵𝐵𝑖𝑖
𝐴𝐴𝑖𝑖
为一常量，不随时间和坐标变化）。当正向传播满足𝐵𝐵𝑖𝑖 = 𝑍𝑍𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖时，反向传播有𝐵𝐵𝑖𝑖′ =

−𝑍𝑍𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖′。在介质交界面上，𝐴𝐴、𝐵𝐵均连续。试求解从介质 1 入射往 1，2 介质交界面，界面处

的振幅反射率𝛤𝛤。（不妨将𝐴𝐴作为波的振幅） 
上问中分析了可以使用阻抗概念的一般情况，接下来对一些实际的物理场景进行分析。 
（2）如图 6.1，在一个无限长谐振子链的一端加上一个阻尼器。弹簧劲度系数为𝜅𝜅，小球质

量为𝑚𝑚（不考虑小球以外物体的质量），弹簧原长为𝑎𝑎。一束简谐波从左侧入射，波长𝜆𝜆（≫
𝑎𝑎）。将小球速度𝑣𝑣当作𝐴𝐴，弹簧的斥力𝐹𝐹当作𝐵𝐵。 
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（2.1）求谐振子链的阻抗𝑍𝑍𝑐𝑐。 
（2.2）求解以下两种阻尼器的反射率𝛤𝛤。i.端点自由；ii.端点固定。 
（2.3）如果阻尼器的阻力满足𝐹𝐹 = −𝛾𝛾𝛾𝛾，试求解𝛾𝛾取值使得谐振子链中没有反射波。 
（3）同轴电缆是一种常用的电学元件，其由内外两层导体组成，中间填充一定介质。（在电

路中，将电压𝑉𝑉作为𝐵𝐵，电流𝐼𝐼作为𝐴𝐴） 
（3.1）内导体外表面与外导体内表面均为圆柱，半径分别为𝑎𝑎, 𝑏𝑏，中间介质相对介电常数𝜀𝜀𝑟𝑟，
相对磁导率𝜇𝜇𝑟𝑟。认为以上导体均为良导体。求同轴电缆的阻抗𝑍𝑍0。（工作时，导体上电流沿

+𝑧𝑧方向传播，内外导体电流方向相反） 
 为简化结果，（3）问之后的问题中可直接使用阻抗𝑍𝑍0和波速𝑣𝑣。 

 
（3.2）如图 6.2，将同轴电缆接入电路。信号源产生最大值为𝑉𝑉0的脉冲信号（单个脉冲比同

轴电缆长度短），信号会在同轴电缆的电阻端发生反射。忽略传播过程中的波形变化，试求

解经过𝑛𝑛次反射的脉冲信号最大值𝑉𝑉𝑛𝑛。 
（3.3）同轴光子晶体是由两种特征阻抗的同轴电缆交替连接构成的结构，有类似能带结构

和光子晶体的性质。我们将两个相同的同轴电缆并联得到特征阻抗不同的“电缆”，再将其

按照图 6.3 的方式（仅作示意）连接得到一个简易的“同轴光子晶体”，同轴电缆参数与前问

一致且其长度为𝐿𝐿。 
信号源以及末端电阻按照图 6.3 方式连接，末端电阻阻值𝑅𝑅 = 𝑍𝑍0。从信号源发射一个脉冲信

号（对角频率𝜔𝜔的简谐波调制振幅得到）， 求脉冲信号在“同轴光子晶体”的传播速度𝑣𝑣𝑔𝑔，并

判断速度是否能够超光速。（请将𝑣𝑣𝑔𝑔写成sin 𝜔𝜔𝜔𝜔
𝑣𝑣
的函数） 

提示：通过输入与输出端电压的相位差来计算“晶体”中波矢𝐾𝐾。 

 
 
解：（1）边界条件 

𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴1′ = 𝐴𝐴2
𝐵𝐵1 + 𝐵𝐵1′ = 𝐵𝐵2

(1) 

阻抗定义 

𝐵𝐵1 = 𝑍𝑍1𝐴𝐴1
𝐵𝐵1′ = −𝑍𝑍1𝐴𝐴1′
𝐵𝐵2 = 𝑍𝑍2𝐴𝐴2

(2) 

解得 

𝛤𝛤 =
𝑍𝑍1 − 𝑍𝑍2
𝑍𝑍1 + 𝑍𝑍2

(3) 

（2）（2.1）设第𝑛𝑛个小球位移为ε𝑛𝑛，第𝑛𝑛个和第𝑛𝑛 + 1个小球间弹簧斥力为𝐹𝐹𝑛𝑛。那么𝜀𝜀，𝐹𝐹间满
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足关系 

𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜀𝜀𝑛𝑛
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝐹𝐹𝑛𝑛 − 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 (4) 

𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝜅𝜅(𝜀𝜀𝑛𝑛+1 − 𝜀𝜀𝑛𝑛) (5) 
由于𝜆𝜆 ≫ 𝑎𝑎，可以将上式写成连续的形式 

𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= −𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(6) 

𝐹𝐹 = −𝜅𝜅𝜅𝜅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(7) 

整理得到 

𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜅𝜅𝑎𝑎2
𝜕𝜕2𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑥𝑥2

(8) 

𝑐𝑐 =
𝜔𝜔
𝑘𝑘

= �
𝜅𝜅
𝑚𝑚
𝑎𝑎 (9) 

𝑐𝑐为波速。 
因为 

𝑣𝑣 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

由（6）式 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 (10) 

将（9）式代入（10）式 

𝑍𝑍𝐶𝐶 =
𝐹𝐹
𝑣𝑣

= √𝜅𝜅𝜅𝜅 (11) 

（2.2）i. 
𝐹𝐹 = 0 

阻尼器阻抗 
𝑍𝑍𝐿𝐿 = 0 (12) 

反射率 
𝛤𝛤 = 1 (13) 

ii. 
𝑣𝑣 = 0 

阻尼器阻抗 
𝑍𝑍𝐿𝐿 = ∞ (14) 

反射率 
𝛤𝛤 = −1 (15) 

（2.3） 

𝐹𝐹阻 = −𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝐹𝐹 + 𝐹𝐹阻 = 0 

𝐹𝐹是阻尼器内张力 

𝑍𝑍𝐿𝐿 =
𝐹𝐹
𝑣𝑣

= 𝛾𝛾 (16) 

由Γ = 𝑍𝑍𝐶𝐶−𝑍𝑍𝐿𝐿
𝑍𝑍𝐶𝐶+𝑍𝑍𝐿𝐿

= 0 
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𝛾𝛾 = √𝜅𝜅𝜅𝜅 (17) 
（3）（3.1）单位长度电容 

𝑉𝑉 = �
𝜆𝜆

2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑟𝑟𝜀𝜀0𝑟𝑟
d𝑟𝑟

𝑏𝑏

𝑎𝑎
=

𝜆𝜆
2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑟𝑟𝜀𝜀0

ln
𝑏𝑏
𝑎𝑎

 

𝑐𝑐 =
λ
𝑉𝑉

=
2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑟𝑟𝜀𝜀0

ln 𝑏𝑏𝑎𝑎

(18) 

单位长度自感 

𝛷𝛷 = �
𝜇𝜇𝑟𝑟𝜇𝜇0𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋

d𝑟𝑟
𝑏𝑏

𝑎𝑎
=
𝜇𝜇𝑟𝑟𝜇𝜇0𝐼𝐼

2𝜋𝜋
ln
𝑏𝑏
𝑎𝑎

 

𝑙𝑙 =
𝛷𝛷
𝐼𝐼

=
𝜇𝜇𝑟𝑟𝜇𝜇0 ln 𝑏𝑏𝑎𝑎

2𝜋𝜋
(19) 

由方程 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

整理得 

 
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑧𝑧2

− 𝑙𝑙𝑙𝑙
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 0 (20) 

波速 

𝑣𝑣 =
𝜔𝜔
𝑘𝑘

=
1
√𝑙𝑙𝑙𝑙

=
1

�𝜇𝜇𝑟𝑟𝜇𝜇0𝜀𝜀𝑟𝑟𝜀𝜀0
(21) 

与光速相同 
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 

𝑍𝑍0 =
𝑉𝑉
𝐼𝐼

= 𝑣𝑣𝑣𝑣 = �
𝜇𝜇𝑟𝑟𝜇𝜇0
𝜀𝜀𝑟𝑟𝜀𝜀0

ln 𝑏𝑏𝑎𝑎
2𝜋𝜋

(22) 

（3.2）根据（1）问结果可以得到 

𝛤𝛤 =
𝑍𝑍0 − 𝑅𝑅
𝑍𝑍0 + 𝑅𝑅

(23) 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 𝑉𝑉0𝛤𝛤𝑛𝑛 = 𝑉𝑉0 �
𝑍𝑍0 − 𝑅𝑅
𝑍𝑍0 + 𝑅𝑅

�
𝑛𝑛

(24) 

（3.3）由于电压电流均满足波动方程，对于电缆如答图 6.1 所示 

 

根据波动方程通解，可以得到 
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⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣0+e𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑣𝑣0−e𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣0+e𝑗𝑗(𝜔𝜔𝜔𝜔−𝑘𝑘𝑘𝑘) + 𝑣𝑣0−e𝑗𝑗(𝜔𝜔𝜔𝜔+𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝑖𝑖1 =
𝑣𝑣0+

𝑍𝑍
e𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑣𝑣0−

𝑍𝑍
e𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖2 =
𝑣𝑣0+

𝑍𝑍
e𝑗𝑗(𝜔𝜔𝜔𝜔−𝑘𝑘𝑘𝑘) −

𝑣𝑣0−

𝑍𝑍
e𝑗𝑗(𝜔𝜔𝜔𝜔+𝑘𝑘𝑘𝑘)

(25) 

其中𝑗𝑗单位虚数，𝑘𝑘 = 𝜔𝜔
𝑣𝑣
。整理得到 

�
𝑣𝑣1
𝑍𝑍0𝑖𝑖1� = �

cos𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑗𝑗
𝑍𝑍
𝑍𝑍0
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑗𝑗
𝑍𝑍0
𝑍𝑍
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos𝑘𝑘𝑘𝑘

��
𝑣𝑣2
𝑍𝑍0𝑖𝑖2�

(26) 

中间2 × 2的矩阵称为传递矩阵。 

并联电缆𝑍𝑍 = 1
2
𝑍𝑍0，𝑘𝑘不变。传递矩阵 

𝐴𝐴1 = � cos 𝑥𝑥 𝑗𝑗
1
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑗𝑗2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥
� (27) 

单个电缆 

𝐴𝐴2 = � cos 𝑥𝑥 𝑗𝑗 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑗𝑗 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 � (28) 

其中𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 
总的传递矩阵 

𝐴𝐴𝑇𝑇 = �𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐷𝐷� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴1𝐴𝐴2 

𝐴𝐴1𝐴𝐴2 = �
1 −

3
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 𝑗𝑗

3
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥

𝑗𝑗
3
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 1 − 3 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥

� (29) 

解出 

𝐴𝐴 =
1
4

(4 − 30 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 27 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝑥𝑥) (30) 

𝐵𝐵 = 𝑗𝑗
3
4

(4 − 9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 (31) 

即 

�
𝑣𝑣1
𝑍𝑍0𝑖𝑖1� = �𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐶𝐶 𝐷𝐷� �
𝑣𝑣𝐿𝐿
𝑍𝑍0𝑖𝑖𝐿𝐿� 

其中𝑣𝑣1、𝑖𝑖1为信号源一端的参量，𝑣𝑣𝐿𝐿、𝑖𝑖𝐿𝐿为电阻上的参量 
𝑣𝑣𝐿𝐿 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝐿𝐿 

𝑣𝑣𝐿𝐿 =
𝑣𝑣1

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
=

𝑣𝑣1
�|𝐴𝐴|2 + |𝐵𝐵|2

𝑒𝑒−𝑗𝑗 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝐵𝐵
𝑗𝑗𝑗𝑗 ∝ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗(4𝐿𝐿) (32) 

𝐾𝐾 =
1

4𝐿𝐿
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

3(4 − 9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
4 − 30 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 + 27 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝑥𝑥

+ 𝑚𝑚𝜋𝜋� (33) 

𝑚𝑚为整数，它的取值使得𝐾𝐾(𝜔𝜔)连续且𝜔𝜔 = 0时𝐾𝐾 = 0 
传播速度即群速度 
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𝑣𝑣𝑔𝑔 =
d𝜔𝜔
d𝐾𝐾

=
𝑑𝑑𝑑𝑑
d𝐾𝐾

d𝜔𝜔
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
4(16 − 96 sin2 𝑥𝑥 + 324 sin4 𝑥𝑥 − 243 sin6 𝑥𝑥)

3(16 − 20 sin2 𝑥𝑥 + 90 sin4 𝑥𝑥 − 81 sin6 𝑥𝑥) 𝑣𝑣 (34) 

其中𝑥𝑥 = 𝜔𝜔𝜔𝜔
𝑣𝑣

 

当𝑥𝑥 = 𝑛𝑛𝑛𝑛时（𝑛𝑛为整数），𝑣𝑣𝑔𝑔 = 4
3
𝑣𝑣 

因为𝑣𝑣可以取到真空光速，所以𝑣𝑣𝑔𝑔可以超光速（此时波包色散强烈，群速度不能很好地描述

传播过程）。 
 
评分标准：本题满分 60 分。  
第（1）问 5 分：（1）（2）式 1 分，（3）式 3 分；  
第（2）问 20 分：  
第（2.1）小问 10 分：（4）（5）（6）（7）（8）（10）式 1 分，（9）（11）式 2 分；  
第（2.2）小问 6 分：（12）（14）式 1 分，（13）（15）式 2 分；  
第（2.3）小问 4 分：（16）（17）式 2 分；  
第（3）问 35 分：  
第（3.1）小问 10 分：（18）（19）（20）（21）（22）式 2 分；  
第（3.2）小问 5 分：（23）式 3 分，（24）式 2 分；  
第（3.3）小问 20 分：（27）（28）（30）（31）式 1 分，（29）（32）（33）（34）2 分，（25）（26） 
3 分，可以超光速（含解释）2 分。 
 
七、（40 分）宇宙和真空衰变 

量子场论理论中，现在的宇宙真空并不是处于能量最低状态，而被称为“伪真空”（False 
vacuum），与之对应的则是处于能量最低状态的“真正的真空”（Ture vacuum），存在某种“能
量势垒”阻止“伪真空”自发地向“真真空”跃迁，而一旦突破能量势垒就会发生所谓的真空衰

变，本题尝试建立这种衰变的玩具模型。 
考虑宇宙中出现了一个真空衰变的区域，由于区域边界改变会需要能量，我们可以将其

效应等效为表面张力，对宇宙的边界也假设可以用表面张力处理。这样问题变成两个真空中

的同心球，其初始半径分别为𝑅𝑅和3𝑅𝑅，这两个同心球的表面张力系数恒为𝛼𝛼，同时我们假设

宇宙的边界是绝热的。内球内部（真真空）和两球之间（宇宙）都存在初始温度为𝑇𝑇0的理想

气体，气体的绝热指数𝛾𝛾 = 5
3
，外球壳无气体，初始时系统达到平衡状态。 

（1）固定外球使其半径保持不变，给内球沿半径方向的各向同性的微扰，求内球振动的本

征频率，本问假设内球边界是完全导热的，并且初始时内球拥有𝜎𝜎0的质量面密度。 
（2）现在给外球施加均匀的、各向同性的力，使内外球半径缓慢地增加。假设内球边界绝

热。求当外球的半径变为5𝑅𝑅时，内球的半径𝑟𝑟1与外力做的总功𝑊𝑊，结果保留至小数点后两位。 
提示：本题所指的“平衡”包括受力平衡和热平衡，假设所有过程都是准静态的。 
 
解： （1）初态时为平衡状态，设内球内气体的压强为𝑝𝑝1，两球间气体的压强为𝑝𝑝2，由受力

平衡可得初态压强 

𝑝𝑝20 =
2𝛼𝛼
3𝑅𝑅

(1) 

𝑝𝑝10 = 𝑝𝑝20 +
2𝛼𝛼
𝑅𝑅

=
8𝛼𝛼
3𝑅𝑅

(2) 

设某时刻内球的半径增加𝑥𝑥（𝑥𝑥 ≪ 𝑅𝑅），气体温度变为𝑇𝑇𝑥𝑥（|𝑇𝑇𝑥𝑥 − 𝑇𝑇0| ≪ 𝑇𝑇0），由理想气体状态方
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程可得 
𝑝𝑝10𝑅𝑅3

𝑇𝑇0
=
𝑝𝑝1(𝑥𝑥)(𝑅𝑅 + 𝑥𝑥)3

𝑇𝑇𝑥𝑥
(3) 

𝑝𝑝20((3𝑅𝑅)3 − 𝑅𝑅3)
𝑇𝑇0

=
𝑝𝑝2(𝑥𝑥)((3𝑅𝑅)3 − (𝑅𝑅 + 𝑥𝑥)3)

𝑇𝑇𝑥𝑥
(4) 

气体的内能为 

𝑈𝑈1 =
𝑁𝑁1𝑘𝑘𝑇𝑇𝑥𝑥
𝛾𝛾 − 1

=
3
2
𝑝𝑝1 ⋅

4π
3

(𝑅𝑅 + 𝑥𝑥)3 (5) 

𝑈𝑈2 =
𝑁𝑁2𝑘𝑘𝑇𝑇𝑥𝑥
𝛾𝛾 − 1

=
3
2
𝑝𝑝2 ⋅

4π
3

(27𝑅𝑅3 − (𝑅𝑅 + 𝑥𝑥)3) (6) 

式中𝑁𝑁1与𝑁𝑁2分别为内球内气体和两球间气体的粒子数。由于外球绝热，由热力学第一定律得 
d(𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2) = −(𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ⋅ 4π(𝑅𝑅 + 𝑥𝑥)2 d𝑥𝑥 (7) 

由于
𝑥𝑥
𝑅𝑅
≪ 1，对上式小量展开至最低阶，解得 

𝑝𝑝1(𝑥𝑥) ≈
8𝛼𝛼
3𝑅𝑅

�1 −
16𝑥𝑥
5𝑅𝑅

� (8) 

𝑝𝑝2(𝑥𝑥) ≈
2𝛼𝛼
3𝑅𝑅

�1 −
11𝑥𝑥

130𝑅𝑅
� (9) 

内球壳的质量为 
𝑚𝑚1 = 4π𝑅𝑅2𝜎𝜎0 (10) 

通过受力分析可以列出内球的运动方程 

𝑚𝑚1𝑥̈𝑥 = �𝑝𝑝1 −
2𝛼𝛼
𝑅𝑅 + 𝑥𝑥

− 𝑝𝑝2� ⋅ 4π(𝑅𝑅 + 𝑥𝑥)2 ≈ −4π𝑅𝑅2 ⋅
421𝛼𝛼

65𝜎𝜎0𝑅𝑅2
𝑥𝑥 (11) 

化简得 

𝑥̈𝑥 = −
421
65

𝛼𝛼
𝜎𝜎0𝑅𝑅2

𝑥𝑥 (12) 

故本征频率为 

𝑓𝑓 =
1

2𝜋𝜋
�

421
65

𝛼𝛼
𝜎𝜎0𝑅𝑅2

(13) 

（2）设某时刻内球的半径为𝑟𝑟1，外球半径为𝑟𝑟2，则对内球内气体而言，有绝热方程 

𝑝𝑝1 �
4
3
π𝑟𝑟13�

𝛾𝛾

= Const. (14) 

则 

𝑝𝑝1(𝑟𝑟1) = �
𝑅𝑅
𝑟𝑟1
�
3𝛾𝛾

𝑝𝑝10 (15) 

而对于两球之间的气体 

𝑝𝑝2 �
4
3
π(𝑟𝑟23 − 𝑟𝑟13)�

𝛾𝛾

= Const. (16) 

则 

𝑝𝑝2(𝑟𝑟2) = �
26𝑅𝑅3

𝑟𝑟23 − 𝑟𝑟13
�
𝛾𝛾

𝑝𝑝20 (17) 

由内球受力平衡可得 

𝑝𝑝1(𝑟𝑟1) = 𝑝𝑝2(𝑟𝑟2) +
2𝛼𝛼
𝑟𝑟1

(18) 
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由（28）（30）（31）式可得 

𝑟𝑟23 = 𝑟𝑟13 + 26𝑅𝑅3 �4 �
𝑅𝑅
𝑟𝑟1
�
3𝛾𝛾

−
3𝑅𝑅
𝑟𝑟1
�
−1𝛾𝛾

(19) 

当𝑟𝑟2 = 5𝑅𝑅时，解得 
𝑟𝑟1 = 1.0676𝑅𝑅 (20) 

此时 
𝑝𝑝1′ = 0.7211𝑝𝑝10 (21) 
𝑝𝑝2′ = 0.0742𝑝𝑝20 (22) 

由绝热方程可得 
𝑝𝑝1−𝛾𝛾𝑇𝑇𝛾𝛾 = Const. (23) 

因此 
𝑇𝑇1′ = 0.877𝑇𝑇0 (24) 
𝑇𝑇2′ = 0.353𝑇𝑇0 (25) 

则内、外气体的内能增量 

Δ𝑈𝑈1 =
3
2
𝑁𝑁1𝑘𝑘(𝑇𝑇1′ − 𝑇𝑇0) =

3
2
𝑝𝑝1𝑉𝑉1 �

𝑇𝑇1′

𝑇𝑇0
− 1� = −2.0544𝛼𝛼𝑅𝑅2 (26) 

Δ𝑈𝑈1 =
3
2
𝑁𝑁2𝑘𝑘(𝑇𝑇2′ − 𝑇𝑇0) =

3
2
𝑝𝑝2𝑉𝑉2 �

𝑇𝑇2′

𝑇𝑇0
− 1� = −70.4256𝛼𝛼𝑅𝑅2 (27) 

式中𝑁𝑁1与𝑁𝑁2分别为内筒内气体和两筒间气体的粒子数。同时，内、外橡皮膜的表面张力能的

增量分别为 
Δ𝑈𝑈3 = 𝛼𝛼 ⋅ 4π(𝑟𝑟12 − 𝑅𝑅2) = 1.756𝛼𝛼𝑅𝑅2 (28) 
Δ𝑈𝑈4 = 𝛼𝛼 ⋅ 4π�𝑟𝑟25 − 𝑅𝑅2� = 201.062𝛼𝛼𝑅𝑅2 (29) 

由于系统绝热，故 
𝑊𝑊 = Δ𝑈𝑈1 + Δ𝑈𝑈2 + Δ𝑈𝑈3 + Δ𝑈𝑈4 = 130.338𝛼𝛼𝑅𝑅2 (30) 

说明：本题解答均基于题目假设，并非严谨的真空衰变理论计算。 
 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 19 分：（1）（2）（3）（4）（5）（6）式各 1 分，（7）（8）（9）（11）（12）式各 2
分，（13）式 3 分； 
第（2）问 21 分：（21）（22）（24）（25）（28）（29）式各 1 分，（14）（16）（18）（20）
（26）（27）式各 2 分，（30）式 3 分。 
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