
第 29届 CPHOS物理竞赛联考
理论试题

本文件于 2026年 4月 24日 12:00发布，最后更新于 2026年 4月 23日 10:19。
CPHOS物理竞赛联考是开放性公益性的考试，有意向参与的教师和学生可以关注“CPHOS”微信公众

号进行报名，报名后方可参与联考。请使用“CPHOS物理竞赛联考”微信小程序完成答题卡上传、阅卷、
成绩查询等操作。联系方式见试题末尾。

一、（40分）潘宁阱
潘宁阱是一种利用均匀磁场和四极电场来囚禁带电粒子的装置。它就像一个精准的“粒

子牢笼”，可以长时间稳定地束缚单个离子或电子，是实现高精度测量的关键工具。
在潘宁阱内建立直角坐标系，空间中的电势分布为：

U =
U0

4d2
(
2z2 − x2 − y2

)
(1)

空间中存在磁场 B⃗ = B0ẑ。本题不考虑可能的量子效应。
（1）假设原点处有一个质量为m、电荷量大小为 q的带正电的质点，固定电场不变，求解能
使该质点局限在阱内做周期运动的 B0的范围。
（2）实际的潘宁阱形成的电磁场不可能完美符合理论，答案只需保留一阶近似项，接下来分
别考虑可能的误差：
（2.1）考虑八极势带来的扰动，不考虑其它扰动，电势修正为

U =
U0

4d2
(
2z2 − x2 − y2

)
+

U0

2d4
C

[
z4 − 3z2

(
x2 + y2

)
+

3

8

(
x2 + y2

)2] (2)

其中 C ≪ 1。已知粒子 z 方向运动振幅为 A，求解粒子 z 方向运动基频相对变化量 ∆ωz

ωz
，

已知轴向运动主要受 ∆U 中的 z4项影响（径向耦合项在时间平均后贡献很小，且频率不匹
配）。
（2.2）进一步考虑小量轴向阻尼力 −γz ż，并施加一个正弦驱动力 F⃗ = F0 sin (ωt+ θ) ẑ进行

驱动频率扫描，求解振幅关于频率的响应曲线在 ω =
√

U0q
md2 附近出现三值区间（即在此频

率区间内，对应同一频率有三个不同的振幅解）的驱动力下界。
（2.3）潘宁阱中粒子运动速率远小于光速，但当进行驱动频率扫描时，相对论效应会对振幅
关于频率的响应曲线产生影响。此时粒子在阱中做圆周运动，驱动微波电场是右旋的圆极
化波，频率为 ω，振幅 E0，E⃗ (t) = E0 (x̂ cosωt− ŷ sinωt)，存在阻力 −γcv⃗，求解频率 ω和
运动动量大小 u满足的关系，并说明保留适当的阶数时是否可能出现三值区间。简单起见，
忽略空间电势的作用和粒子 z方向的运动。

解：
（1）带电粒子在电磁场中的受力：

F⃗ = −q∇U − qẋB0ŷ + qẏB0x̂ (1)

先考虑 z方向受力

Fz = −U0q

d2
z (2)

z方向被约束于阱内。考虑 x，y方向，设 u = x+ iy：

mü =
U0q

2d2
u− iqB0u̇ (3)

令 u = Ae−iωt：

ω2 − qB0

m
ω +

U0q

2md2
= 0 (4)

要求判别式大于 0：

B0 >

√
2U0m

qd2
(5)
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（2）（2.1）依题意写出略去径向影响的轴向运动方程：

mz̈ = −U0q

d2
z − 2U0qC

d4
z3 (6)

设 z = A sin (ωzt+ ϕ)，代入式(6)并作小量近似：

ω0 =

√
U0q

md2
, ωz = ω0(1 + λC) (7)

利用三倍角公式化简，只保留一倍频：

−U0q

d2
(1 + 2λC)A sin(ωzt+ ϕ) = −U0q

d2
A sin(ωzt+ ϕ)− 2U0qC

d4
A3 · 3

4
sin(ωzt+ ϕ) (8)

化简解得：

λ =
3A2

4d2
, ωz =

√
U0q

md2

(
1 +

3CA2

4d2

)
(9)

最终结果：
∆ωz

ωz

=
3CA2

4d2
(10)

（2.2）轴向运动方程：

mz̈ + γz ż +
U0q

d2
z +

2U0qC

d4
z3 = F0 sin (ωt+ θ) (11)

将 z = A sin (ωt+ ϕ)代入式(11)，利用三倍角公式化简，只保留一倍频：

F0 sin (ωt+ θ) = −mAω2 sin (ωt+ ϕ) + γzAω cos (ωt+ ϕ)

+
U0q

d2
A sin (ωt+ ϕ) +

2U0qC

d4
A3 · 3

4
sin(ωt+ ϕ)

(12)

取模： (
U0q

d2
−mω2 +

3U0qCA2

2d4

)2

A2 + γ2
zω

2A2 = F 2
0 (13)

由 CA2

d2 ≪ 1，将 ωz =
√

U0q
md2

(
1 + 3CA2

4d2

)
代入式(13)化简：

(
mω2

z −mω2
)2

A2 + γ2
zω

2A2 = F 2
0 (14)

归一化处理，设 w = γ2
zA

2

F 2
0
ω2
0 , N = m(ωz−ω0)

wγz
, δ = mω−ω0

γz
，整理得：(

ω + ωz

ω0

)2

(Nw − δ)
2
w +

(
ω

ω0

)2

w = 1 (15)

此时 ω0

ω
− 1, ω−ωz

ω0
应为小量，在小量近似下：

w =
1

1 + 4 (Nw − δ)
2 (16)

A(ω)出现三值区间时，等效于 w(δ)出现三值区间，因此 δ(w)应当有至少一个稳定点，或
以下方程应当有解：

dδ
dw

= 0 (17)

由式(16)解得 δ，计算得到：

δ = Nw ±
√

1

4w
− 1

4
(18)
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要使 dδ
dw = 0可能有解，式(18)取 +。对式(18)两边求导：

dδ
dw

= N − 1

4w2

√
1
w
− 1

(19)

将 dδ
dw = 0代入式(19)，得到：

N ⩾ min
0<w<1

1

4w2

√
1
w
− 1

(20)

右边最小值求得：

Nmin =
4
√
3

9
(21)

频率关于振幅的响应曲线出现三值区间的临界驱动力大小：

F0 =

√
16
√
3dγ3

z

27mC

√
U0q

m
(22)

（2.3）相对论下运动方程：

d
dt

 v⃗√
1− |v⃗|2

c2

 = −B0q

m
ẑ × v⃗ − γc

m
v⃗ +

q

m
E⃗ (t) (23)

用复数 v = vx + ivy 表示：

d
dt

 v√
1− |v|2

c2

 = −i
B0q

m
v − γc

m
v +

q

m
E0e−iωt (24)

引入旋转坐标系下的复动量 uce−iωt = mv√
1− |v|2

c2

，化简：

u̇c − i

ω − B0q

m
√
1 + |uc|2

m2c2

uc +
γc

m
√
1 + |uc|2

m2c2

uc = qE0 (25)

稳定时 u̇c = 0，取模：ω − B0q

m
√

1 + u2

m2c2

2

u2 +
γ2
c

m2
(
1 + u2

m2c2

)u2 = q2E2
0 (26)

展开到一阶即有 [
ω

(
1 +

u2

2m2c2

)
− B0q

m

]2
u2 +

(
γ2
c

m2
− q2E2

0

m2c2

)
u2 = q2E2

0 (27)

与式(13)形式相似，可能出现三值区间。
注：若不忽略静电力，将得到[

ω

(
1 +

u2

2m2c2

)
−
(

qU0

2d2mω
+

B0q

m

)]2
u2 +

(
γ2
c

m2
− q2E2

0

m2c2

)
u2 = q2E2

0 (28)

也算作正确。

评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 10分：（1）式 1分，（2）（3）（4）式各 2分，（5）式 3分；
第（2）问 30分：
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第（2.1）问 6分：（10）式 1分，（6）式 2分，（9）式 3分；
第（2.2）问 12分：（12）（13）（15）（17）（20）（21）式各 1分，（11）（16）（22）式各 2分；
第（2.3）问 12分：（27）式 1分，（23）（24）（26）式各 2分，（25）式 3分，说明可能存在
三值区间 2分。

二、（50分）卫星绕地
在普通的二体开普勒运动中，两天体的相对运动轨迹是一个不变的椭圆；当存在外界

扰动（摄动）时，这个椭圆变为随时间变化的。更具体地，将小天体（质量为 m）相对大
天体（质量为M）的瞬时运动视作椭圆运动，而用椭圆的参数与小天体在椭圆上的位置参
数（统称为轨道根数）描述小天体的瞬时运动。当存在摄动时，将小天体受力 F⃗ 分解为引
力 P⃗ = −GMme⃗r

r2
与摄动力 R⃗，即 F⃗ = P⃗ + R⃗，并利用运动方程求出在 R⃗摄动下轨道根数的

变化。
选择地球与人造卫星为考虑的两个天体，建立参考坐标系如下图，其中原点 O 为地球

中心，xyz系的方向待定。令小天体位于 C 点，以 C 为原点建立随体坐标系 rθn，其中 r轴
沿 O⃗C 方向，n轴沿轨道平面法向，θ轴方向与 rn平面垂直。

 

图 2.1: 椭圆轨道及参数

本题第（1.1）（1.2）（2.1）问解答请写在答题纸第二页。
（1）显然，轨道根数共有 6个。取 (a, e, i, Ω, ω, f)为一组轨道根数，其中 a为轨道半长轴，
e为轨道离心率，i为轨道平面与 xy平面的夹角；作轨道平面与 xy平面的交线 OA，Ω 为
OA与 x轴的夹角，令轨道近心点为 B，ω为 OB 与 OA的夹角，f 为 OB 和 OC 的夹角。
（1.1）给出前四个轨道根数与能量 E，角动量 L⃗ = (Lx, Ly, Lz)的关系。提示：利用角动量
与 n轴平行的特点。
（1.2）求出此时六个轨道根数的时间导数，结果可以包含六个轨道根数本身与摄动力在 rθn
系的分量 (Rr, Rθ, Rn)。近似到摄动力的一阶。
（2）人造卫星在黄道面（地球的轨道平面）上绕地球沿 e ∼ 10−4 的近圆轨道运行，轨道高
度为 h = 500 km。为计算简便，认为月球、地球的公转运动都是恒定的椭圆运动，此时月
球有 ωm = π

2
，地球是完美的球体。

已知太阳质量MS = 1.989× 1030 kg，日地平均距离 RS = 1.496× 108 km，月球质量Mm =
7.342 × 1022 kg，地月平均距离 Rm = 3.844 × 105 km，月球轨道的离心率 em = 0.0549，
地球轨道的离心率 eE = 0.0167，月球轨道平面与黄道面夹角 ϕ = 0.0898 rad，地球质量
ME = 5.972× 1024 kg，地球半径 RE = 6378 km。
（2.1）回答：月球的摄动效应和太阳的哪个更强？本问只需要做估算。
本题第（2.2）（3）问解答请写在答题纸第三页。
（2.2）只考虑上问中更强的效应，以黄道面作为 xy 平面，前三个轨道根数中变化最明显的
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（对应于
(
δa
a
, δe, δi

)
中最大的）是哪个？并求出它的变化量。长度量纲取 km，角度采用弧度

制，保留一位有效数字。
（3）在近地大气中，人造卫星受到方向与速度相反的微弱阻力，大小正比于 vn。在按周期平
均的意义下，它的半长轴 a，离心率 e会如何变化？已知 e ≤ 1√

2
。（回答：变大/变小/不变）

提示，你可能会用到以下公式：∫ 2π

0

sin2 x dx = π,

∫ 2π

0

A+ cosx
(1 +A cosx)2

dx = 0 (1)

解：
（1）（1.1）当能量为 E，角动量大小为 L，熟知开普勒运动的解：

a = −GMm

2E
(1)

e =

√
1 +

2EL2

G2M2m3
(2)

由几何关系可得：

i = arccos
(
Lz

L

)
(3)

Ω = − arctan
(
Lx

Ly

)
(4)

（1.2）此时位置与速度：
r =

a (1− e2)

1 + e cos f
(5)

ḟ0 =
L

mr2
=

√
GM

a3 (1− e2)
3 (1 + e cos f)2 (6)

这里，ḟ0并非 f 的变化率，而只是瞬时标架下的椭圆运动角速度。

ṙ =
∂r

∂f
ḟ0 =

√
GM

a (1− e2)
e sin f (7)

由功能原理和角动量定理得到 E, L⃗的变化率

Ė = Rr ṙ +Rθrḟ0 (8)

dL⃗
dt

= r⃗ × R⃗ (9)

即
dLx

dt
= r [Rθ sin i sinΩ +Rn sin (ω + f) cosΩ +Rn cos (ω + f) cos i sinΩ] (10)

dLy

dt
= r [−Rθ sin i cosΩ +Rn sin (ω + f) sinΩ −Rn cos (ω + f) cos i cosΩ] (11)

dLz

dt
= r [Rθ cos i−Rn cos (ω + f) sin i] (12)

L̇ = rRθ (13)

注意到
ȧ

a
= − Ė

E
(14)
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第 29届 CPHOS物理竞赛联考 理论试题

2eė

e2 − 1
=

Ė

E
+

2L̇

L
(15)

可得
da
dt

=
2a

3
2√

GMm2 (1− e2)
[Rre sin f +Rθ (1 + e cos f)] (16)

de
dt

=

√
a (1− e2)

GMm2

[
Rr sin f +Rθ

(
cos f +

e+ cos f
1 + e cos f

)]
(17)

同理有
di
dt

=

√
a (1− e2)

GMm2

Rn cos (ω + f)

1 + e cos f
(18)

dΩ
dt

=

√
a (1− e2)

GMm2

Rn sin (ω + f)

(1 + e cos f) sin i
(19)

对
L2

GMm2
= r (1 + e cos f) (20)

求导得到

ḟ = ḟ0 +
ė

e tan f
− 2L̇ (1 + e cos f)

Le sin f
(21)

即

df
dt

=

√
GM

a3 (1− e2)
3 (1 + e cos f)2 +

√
a (1− e2)

GMm2

1

e

(
Rr cos f −Rθ sin f

2 + e cos f
1 + e cos f

)
(22)

下面计算 ω̇：
（解法一） 由 (

x cosΩ + y sinΩ
−x sinΩ + y cosΩ

)
=

(
r cos (ω + f)

r sin (ω + f) cos i

)
(23)

对第一式求导可得：

−r sin (ω + f) Ω̇ cos i = r sin (ω + f)
(
ω̇ +

(
ḟ − ḟ0

))
(24)

即

dω
dt

= −
√

a (1− e2)

GMm2

[
Rn sin (ω + f)

(1 + e cos f) tan i
+

1

e

(
Rr cos f −Rθ sin f

2 + e cos f
1 + e cos f

)]
(25)

（解法二） 定义隆格-楞次矢量

e⃗ =
p⃗× L⃗

GMm2
− e⃗r (23*)

其中，p⃗, L⃗为动量和角动量。可以证明其恒与 OB 平行，值为 e。

de⃗
dt

=
R⃗× L⃗+ p⃗× dL⃗

dt
GMm2

(24*)

ω = arccos
(
ex cosΩ + ey sinΩ

e

)
(25*)

求导可以得到

dω
dt

= −
√

a (1− e2)

GMm2

[
Rn sin (ω + f)

(1 + e cos f) tan i
+

1

e

(
Rr cos f −Rθ sin f

2 + e cos f
1 + e cos f

)]
(26*)
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（2）（2.1）轨道的摄动需要考虑相对地心的潮汐力：

R⃗ = r⃗ · ∇P⃗ ′ ∼ GMmr

R3
(27)

式中，P ′为摄动天体（月球/太阳）对卫星的引力。计算

RS

r
∼ MS

R3
S

≈ 6× 105 kg/km3 (28)

Rm

r
∼ Mm

R3
m

≈ 1.3× 106 kg/km3 (29)

RS < Rm (30)

因此月球的摄动效应更强。
（2.2）在以下的计算中，em, ϕ将被当作一阶小量，e视作二阶小量。
以地心为原点，为避免 i = 0导致的发散，以月球轨道平面为 xy 平面，地心与月球近心点
连线为 x轴方向，则在此坐标系中初态的轨道根数为 (r, e, ϕ, 0, ω0, f0)。我们下面先借用符
号表示此坐标系中的轨道根数，在最后换到原系中。
设月球的位矢为 ρ⃗，卫星的位矢为 r⃗，考虑潮汐力的一阶展开，则卫星受到的摄动力为：

R⃗ = (r⃗ · ∇)
GMmm (ρ⃗− r⃗)

|ρ⃗− r⃗|3
= GMmm

(
− r⃗

ρ3
+

3ρ⃗ (r⃗ · ρ⃗)
ρ5

)
(31)

容易看出， r
ρ
是和 em, ϕ同阶的小量。

对 em, ϕ, e作恰当的近似，写出：

ρ⃗ =
am (1− e2m)

1 + em cos θ
(cos θ, sin θ, 0) ≈ Rm

1 + em cos θ
(cos θ, sin θ, 0) (32)

r⃗ = r (cosϕ sin (ω + f) ,− cos (ω + f) , sinϕ sin (ω + f))

= r (sin (ω + f) ,− cos (ω + f) , ϕ sin (ω + f))
(33)

式中 r = RE + h。
代入(31)式，再利用：

e⃗r = (sin (ω + f) ,− cos (ω + f) , ϕ sin (ω + f)) ,

e⃗θ = (cos (ω + f) , sin (ω + f) , ϕ sin (ω + f)) ,

e⃗n = (−ϕ, 0, 1)

(34)

Rr = R⃗ · er,
Rθ = R⃗ · eθ,
Rn = R⃗ · en

(35)

得到：

Rr =
GMmmr (1 + em cos θ)3

R3
m

(
−1 + 3 sin2 (ω + f − θ)

)
Rθ =

3GMmmr (1 + em cos θ)3

R3
m

sin (ω + f − θ) cos (ω + f − θ)

Rn = −3GMmmr (1 + em cos θ)3 ϕ cos θ sin (ω + f − θ)

R3
m

(36)

首先计算 dΩ
dt。由(19)，取最低阶近似得到：

dΩ
dt

≈ −3Mm(1 + em cos θ)3 cos θ cos(ω + f − θ) sin(ω + f)

R3
m

√
Gr3

ME

(37)
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由于
ω̇ + ḟ = ḟ0 − Ω̇ cos i ≈ ḟ0 − Ω̇ (38)

而

ḟ0 ≈
√

GME

r3
(39)

第二项与第一项之比为
Ω̇

ḟ0
∼ Mmr3

MER3
m

≈ 7× 10−8 (40)

所以可以认为 ω + f 的变化率恒定。对 ω + f 取平均，保留到最低阶，〈
dΩ
dt

〉
= −3Mm(1 + em cos θ)3 cos2 θ

2R3
m

√
Gr3

ME

(41)

再对 θ取平均， 〈
dΩ
dt

〉
= −3Mm

4R3
m

√
Gr3

ME

(42)

经过一年的变化量：
δΩ = Ω̇ × (365× 86400 s) = 2× 10−3 rad (43)

同理，可以得到 〈
di
dt

〉
≈ 0 (44)

由(16)，
da
dt
a

= 2

√
r

GMEm2
[Rre sin f +Rθ(1 + e cos f)] (45)

由于 R̄θ ≈ 0，故
da
dt
a

∼ eΩ̇ (46)

由(17)，
de
dt

=

√
r

GMEm2

[
Rr sin f +Rθ

(
cos f +

e+ cos f
1 + e cos f

)]
(47)

由(22)，

ḟ − ḟ0 =

√
r

GMEm2

1

e

(
Rr cos f −Rθ sin f

2 + e cos f
1 + e cos f

)
(48)

计算
ḟ − ḟ0

ḟ0
∼ Mmr3

eMER3
m

≈ 7× 10−4 (49)

则

ω̇ = −Ω̇ cos i−
(
ḟ − ḟ0

)
(50)

为量级 10−4ḟ0的小量。
则 Rr sin (ω + f − ω) ≈ 0, Rθ cos (ω + f − ω) ≈ 0

de
dt

∼ 10−4Ω̇ (51)

ω̇ ∼ Ω̇ (52)

由于 ω̇不引起 i的变化，所以有：

δi ≈ ϕ δΩ ≈ 2× 10−4 rad (53)

为三者中变化最明显的量。
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第 29届 CPHOS物理竞赛联考 理论试题

（3）总能量变小，所以 a会变小。式(17)中摄动力改写为正比形式：

Rr ∝ −vn−1ṙ ∝ −
(
1 + e2 + 2e cos f

)n−1
2 e sin f

Rθ ∝ −vn−1rḟ0 ∝ −
(
1 + e2 + 2e cos f

)n−1
2 (1 + e cos f)

(54)

代入得到

de
df

∝ −(1 + e2 + 2e cos f)
n−1
2 (e+ cos f)

(1 + e cos f)2
(55)

特别地，n = 1时，由题给积分式可得
∫ 2π

0
de
df df = 0。由于 cos f > 0时

(e+ cos f)
(1 + e cos f)2

− (e− cos f)
(1− e cos f)2

=
2 cos f (1 + e2 cos2 f − 2e2)

(1− e2 cos2 f)2
≥ 0 (56)

当 n > 1时，速度项会为 cos f > 0的积分区域乘上一个较大的因子，n < 1时，速度项会
为 cos f > 0的积分区域乘上一个较小的因子，因此 n > 1时 e会变小，n < 1时 e会变大，
n = 1时 e不变。

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 21分：
第（1.1）问 4分：（1）（2）（3）（4）式各 1分；
第（1.2）问 17分：（5）（6）（7）（8）（10）（11）（12）（13）（16）（17）（18）（19）（21）（22）
（23）（24）（25）式各 1分；
解法二：（24*）（25*）（26*）式各 1分；
第（2）问 20分：
第（2.1）问 4分：（27）式 1分，说明月球摄动效应更强 3分；
第（2.2）问 16分：（34）（37）（40）（42）（43）（44）（46）（49）（51）（52）（53）式各 1
分，（31）式 2分，（36）式 3分；
第（3）问 9分：（55）式 1分，（54）式 2分，说明 a变小 1分，说明 n = 1时 e不变 1分，
n > 1时 e变小，n < 1时 e变大 4分。

附录
本题考虑的不是实际情况，事实上对于近地轨道卫星，题中考虑的摄动太小，地球的四
极矩导致的 J2 摄动项、空气阻力的摄动都远大于月球摄动；月球轨道的周期变化也没
有考虑。

三、（40分）激光制冷技术
激光制冷（Laser Cooling）是一种利用激光与原子或分子相互作用来降低物质温度的技

术，广泛应用于原子物理、量子信息等领域。通过精确调控激光频率和强度，可以实现对原
子或分子的有效冷却，甚至达到接近绝对零度的温度。
设原子某一能级的跃迁频率为 ν，当一束轻微红失谐的激光照射在原子上时（激光频率

应略小于 ν，本题中可将其近似为 ν），原子更倾向于吸收来自与其运动方向相反的激光光
子，从而减慢其运动速度。原子吸收一个光子后会立即发生自发辐射，在这个过程中，原子
会随机且均匀地向任意方向发射一个频率为 ν 的光子，导致平均意义上发射过程中的动量
变化为零。因此，原子在吸收光子时动量会减小，而在自发辐射时动量变化平均为零，实现
冷却效果。
当原子在激光射来的方向上的速度投影为 u时，该吸收-发射循环的频率可以表示为

R(u) = Γ (1 + κu) (1)

其中 Γ 是原子在该能级的自然衰变率，κ是一个与激光频率 ν 和原子质量 m相关的常数。
当有多束激光从不同方向照射时，各激光均会对应一个由该方向速率决定的吸收-发射循环
频率。
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注意：原子激光制冷技术中，激光通常在近红外/可见光/近紫外波段，光子能量与原子相对
论静能的量级关系为

hν

mpc2
=

h

mpcλ
∼ 10−9

因此本题可以忽略相对论效应的影响。

（1）本问中只考虑原子在 z方向上的运动，有两束制冷激光分别从 +z和 −z方向照射原子。
（1.1）将原子吸收光子的过程看作近似连续的，证明原子的受到的阻尼力与速度的关系满足

Fz = −γmuz (2)

并使用 ν, Γ, κ,m以及光速 c、普朗克常量 h来表示阻尼系数 γ。
（1.2）在真实情况下，原子吸收光子的过程是离散的。原子的初始速度为 uz，当原子吸收了
一个从 +z方向来的光子后，计算原子的动能改变量 ∆E（不考虑接下来的发射过程影响）。
（2）本问中考虑原子在三维空间中的运动，六束制冷激光分别从 ±x,±y,±z方向照射原子。
（2.1）暂不考虑发射光子产生的影响，设原子的方均速率为 ⟨u2⟩，表示出原子在六束激光制
冷下单位时间的动能变化率 ⟨Ėc⟩。
（2.2）接着考虑发射光子产生的影响，原子随机且均匀地向任意方向发射频率为 ν 的光
子，该过程可以视为动量空间中的随机游走。设原子在动量空间进行了 N 步随机游走：
p⃗1, p⃗2, · · · , p⃗N，由于是均匀随机的，累积的动量改变为零，但是动量改变的方均值不为零
且满足

∆p = p⃗1 + p⃗2 + · · ·+ p⃗N = 0 (3)

(∆p)2 = p21 + p22 + · · ·+ p2N (4)

试求原子在发射光子产生的随机游走影响下单位时间的动能增加率 ⟨Ėh⟩。
（2.3）结合前两小问的结果，原子的动能总变化率为 ⟨Ė⟩ = ⟨Ėc⟩+ ⟨Ėh⟩，试推导出激光制冷
能达到的最低极限温度 Tlimit。

解：
（1）（1.1）在单位时间内，原子从 +z方向吸收光子的次数为 R(uz)，从 −z方向吸收光子的
次数为 R(−uz)。每次吸收一个光子，原子动量改变 ∆p = hν/c，发射光子的平均动量改变
为零，因此原子在 z方向受到的力为

Fz =
dp
dt

≈ ∆p

∆t
= −hν

c
[R(uz)−R(−uz)] (1)

将 R代入上式，得到

Fz = −hν

c
Γ [κuz − (−κuz)] = −2hνΓκ

c
uz (2)

故阻尼系数为

γ =
2hνΓκ

mc
(3)

（1.2）记吸收光子造成的动量改变量为 δpz = −hν/c，则原子的动能改变量为

∆E =
1

2
m

(
uz +

δpz
m

)2

− 1

2
mu2

z = −uzhν

c
+

(hν)2

2mc2
(4)

（2）（2.1）由(4)可知，+z方向射来的激光造成的动能变化率为

Ė+z = R(uz)∆E = Γ (1 + κuz)

(
−uzhν

c
+

(hν)2

2mc2

)
(5)

类似地可以写出其他五束激光造成的动能变化率，最终得到原子在六束激光制冷下单位时
间的动能变化率为

⟨Ėc⟩ = ⟨Ė+x⟩+ ⟨Ė−x⟩+ ⟨Ė+y⟩+ ⟨Ė−y⟩+ ⟨Ė+z⟩+ ⟨Ė−z⟩

= −2hνΓκ

c
⟨u2⟩+ 3(hν)2Γ

mc2

(6)
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（2.2）由题意，原子在动量空间中的随机游走满足∆p = 0和 (∆p)2 = N(δp)2，其中 δp = hν/c
每一次发射光子造成的动量改变量。原子每吸收一个光子就会发射一个光子，因此单位时
间内的发射次数为

Rtot = R(ux) +R(−ux) +R(uy) +R(−uy) +R(uz) +R(−uz) = 6Γ (7)

因此单位时间内的动量空间随机游走步数为 N = Rtot，原子在发射光子产生的随机游走影
响下单位时间的动能增加率为

⟨Ėh⟩ =
(∆p)2

2m
=

N(δp)2

2m
=

3(hν)2Γ

mc2
(8)

（2.3）结合前两小问的结果，原子的动能总变化率为

⟨Ė⟩ = ⟨Ėc⟩+ ⟨Ėh⟩ = −2hνΓκ

c
⟨u2⟩+ 6(hν)2Γ

mc2
(9)

当 ⟨Ė⟩ = 0时，原子达到最低极限温度，此时方均速率为

⟨u2⟩ = 3hν

mcκ
(10)

根据动能与温度的关系 E = 1
2
m⟨u2⟩ = 3

2
kBT，可以得到激光制冷能达到的最低极限温度为

Tlimit =
hν

kBcκ
(11)

评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 11分：
第（1.1）问 6分：（1）（3）式各 3分；
第（1.2）问 5分：（4）式 5分；
第（2）问 29分：
第（2.1）问 9分：（5）式 4分，（6）式 5分；
第（2.2）问 9分：（7）式 4分，（8）式 5分；
第（2.3）问 11分：（9）式 3分，（10）（11）式各 4分。

四、（50分）磁偶极矩
在静磁学当中，磁偶极矩和电偶极矩类似，被定义为磁矢势多级展开一阶量对应的、与

系统电流分布有关的某个物理量。其具体表达式为：

m⃗ =
1

2

∫∫∫
r⃗′ × j⃗(r⃗′) dV ′ (1)

其中 r⃗′表示系统中某处电流的位矢。磁偶极矩在外场中的能量为：

W = −m⃗ · B⃗ (2)

（1）考虑最简单的情况：一个通有电流 I 的平面圆环放在匀强磁场中，计算其磁偶极矩的大
小和系统与外场的相互作用能。系统与外磁场相互作用能的公式：

W =

∮
I d⃗l · A⃗ (3)

其中 A⃗是磁矢势。得到的结果与式(2)相同吗？若不同，试解释之。
（2）计算总电量为 Q的均匀带电球以角速度 ω⃗旋转时的磁偶极矩。假设该球是匀质的且质
量为M，给出其角动量与磁偶极矩的关系。
（3）考虑两个位置固定的、距离为 d的半径为 R，带电量为 Q，质量为M 的带电旋转球之
间的相互作用。以下小问中忽略感生电场的作用。
（3.1）直接写出可以将两个球的相互作用看作两个磁偶极子之间相互作用的条件。
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（3.2）设球 1的角速度为 ω⃗1，球 2的角速为 ω⃗2，写出系统总能量的表达式。
（3.3）固定球 1的角速度矢量为 ω⃗0 不变。忽略感生电场，给出球 2角速度随时间的变化关
系 ω⃗2(t)。球 2的初始角速度 ω⃗2(0)已知。
（3.4）考虑球 1的角速度矢量也在变化的情形。忽略感生电场，给出两球角速度满足的微分
方程。计算系统的总角动量和总能量的变化率。角动量守恒吗？能量守恒吗？

解：
（1）不妨考虑磁感应强度与电流环平面垂直的情形，S⃗ 和 B⃗ 都沿 z 轴正方向。将原点取在
电流环的圆心，此时磁矢势在柱坐标下可以取为:

A⃗ =
1

2
Bρθ̂ (1)

其中 ρ =
√
x2 + y2为柱坐标下径向的值。直接积分得到相互作用能：

W =

∮
I d⃗l · A⃗ = πR2IB (2)

系统的磁偶极矩：

m⃗ =
1

2

∫∫∫
r⃗′ × j⃗ dV ′ = I

(
1

2

∮
r⃗′ × d⃗l

)
= IS⃗ (3)

由此得到系统在外场中的能量：

W ′ = −m⃗ · B⃗ = −πR2IB = −W (4)

二者不同。这是因为W ′指的是将电流环与外场之间的相互作用能（即外力移动电流环所需
的能量），而W 是自能与互能的和（还包括移动过程中为保持电流大小不变，克服感应电
动势做的功）。
（2）位置为 r⃗′处的电流密度为：

j⃗(r⃗′) = ρev⃗(r⃗′) (5)

其中 ρe为电荷密度。代入题给式(2)得到：

m⃗ =
1

2

∫∫∫
r⃗′ × ρev⃗(r⃗′) dV ′ (6)

而系统的角动量表达式为：

L⃗ =

∫∫∫
r⃗′ × ρmv⃗(r⃗′) dV ′ (7)

其中 ρm为质量密度。由于 ρe和 ρm均为常数，可得：

L⃗ =
2ρm
ρe

m⃗ =
2M

Q
m⃗ (8)

匀质球的角动量：

L⃗ =
2

5
MR2ω⃗ (9)

因此体系的磁偶极矩：

m⃗ =
1

5
QR2ω⃗ (10)

（3）（3.1）磁偶极矩的能量表达式推导中用到体系尺度远小于场变化特征尺度的条件。放在
题给条件中就是：

R ≪ d (11)

注：如果说是因为远场近似导致需要 R ≪ d，原则上可以扣分。（题给情形中，系统对外界
产生的场和偶极子场形式相同。）
（3.2）磁偶极子 1产生的磁场：

B⃗m1
(r⃗) =

µ0

4πr3
(3(m⃗1 · r̂)r̂ − m⃗1) (12)
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相互作用能：

U = −m⃗2 · B⃗m1
(d⃗) =

µ0

4πd3
(−3(m⃗1 · r̂)(m⃗2 · r̂) + (m⃗1 · m⃗2)) (13)

代入 m⃗和 ω⃗的关系得到：

U =
µ0Q

2R4

100πd3
(−3(ω⃗1 · r̂)(ω⃗2 · r̂) + (ω⃗1 · ω⃗2)) (14)

其中 r̂表示由球 1球心指向球 2球心的单位矢径。
（3.3）磁偶极子在外场中受力矩：

τ⃗ = m⃗× B⃗ (15)

由式(12),球 2受到的力矩为：

τ⃗2 = ω⃗2 ×
µ0Q

2R4

100πd3
(3(ω⃗1 · r̂)r̂ − ω⃗1) (16)

角动量定理：

τ⃗2 =
dL⃗2

dt
=

2MR2

5

dω⃗2

dt
(17)

得到 ω⃗2满足的微分方程：

dω⃗2

dt
= ω⃗2 ×

µ0Q
2R2

40πMd3
(3(ω⃗1 · r̂)r̂ − ω⃗1) (18)

这表明 ω⃗2绕固定轴进动。进动轴：

n̂ =
3(ω⃗1 · r̂)r̂ − ω⃗1

|3(ω⃗1 · r̂)r̂ − ω⃗1|
(19)

进动角速度：

Ω⃗ =
µ0Q

2R2

40πMd3
|(3(ω⃗1 · r̂)r̂ − ω⃗1)| (20)

注：说明了 ω⃗2绕固定轴进动，并给出进动轴方向、进动角速度即可得分。
（3.4）和式(18)对称地有：

τ⃗1 = ω⃗1 ×
µ0Q

2R4

100πd3
(3(ω⃗2 · r̂)r̂ − ω⃗2) ,

dω⃗1

dt
= ω⃗1 ×

µ0Q
2R2

40πMd3
(3(ω⃗2 · r̂)r̂ − ω⃗2) (21)

球 2受球 1的作用力：

F⃗2(d) = ∇(m⃗2 · B⃗m1
) =

3µ0Q
2R4

100πd4
[(ω⃗1 · ω⃗2)r̂ + (ω⃗1 · r̂)ω⃗2 + (ω⃗2 · r̂)ω⃗1 − 5(ω⃗1 · r̂)(ω⃗2 · r̂)r̂]

(22)
为了将球 2的位置固定，球 2将会受到一个大小相同，方向相反的约束力作用。以球 1球心
为参考点，系统受到的总力矩：

dL⃗tot

dt
= τ⃗tot = τ⃗1 + τ⃗2 − dr̂ × F⃗2 = 0 (23)

因此总角动量守恒。
由式(18)和(21)可知：

d(ω⃗1 · ω⃗2)

dt
=

d((ω⃗1 + ω⃗2) · r̂)
dt

=
dω2

1

dt
=

dω2
2

dt
= 0 (24)

系统的动能为:
Ek =

MR2

5
(ω2

1 + ω2
2) (25)

势能由式(14)给出，从而：
d(Ek + U)

dt
= 0 (26)
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因此总能量守恒。

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 11分：（1）（2）（3）（4）式各 2分，说明不同 1分，说明区别的来源 2分；
第（2）问 10分：（6）（9）式各 1分，（5）（7）（8）（10）式各 2分；
第（3）问 29分：
第（3.1）问 1分：（11）式 1分；
第（3.2）问 5分：（14）式 1分，（12）（13）式各 2分；
第（3.3）问 10分：（15）（16）（19）式各 1分，（17）（18）式各 2分，（20）式 3分；
第（3.4）问 13分：（25）（26）式各 1分，（23）（24）式各 2分，（21）式 3分，（22）式 4分。

五、（50分）量子比特的制备
量子计算利用量子比特的叠加与纠缠特性，能并行处理处理海量数据，在特定问题上远

超经典计算机。自上世纪八十年代该概念产生，到近年“量子霸权”（Quantum Supremacy）
的提出，该行业迅猛发展，成为当今物理科研的热门话题。
在超导量子计算中，我们通过微波电路来人工构建二能级系统，即量子比特。本题将引

导你推导并理解如何从一个简单的 LC谐振腔，一步步演变为目前主流的 Transmon量子比
特。
在量子化过程中，物理量被视作算符，乘法交换律一般情况下不再成立。可引入算符 Â、

B̂ 的对易子
[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â。

（1）LC电路的量子化
考虑一个由理想电容 C和理想电感 L组成的无耗散 LC振荡电路。设电容器上的电荷

为 Q，穿过电感的磁通为 Φ。
（1.1）请写出该经典 LC电路的哈密顿量 H（能量表达式），用 Φ、Q表示。

（1.2）为了对该电路进行量子化，引入共轭变量 Q 和 Φ 的对易子
[
Φ̂, Q̂

]
= iℏ。又该电路

的哈密顿量与谐振子的哈密顿量形式相似，故引入产生湮灭算符 â†、â满足
[
â, â†

]
= 1且

Φ̂ = Φ0

(
â+ â†

)
与 Q̂ = iQ0

(
â† − â

)
，不妨设 Φ0

Q0
=
√

L
C
,请问 Ĥ 的表达式，用 â、â† 及其

他已知量表示。
（1.3）Ĥ 的本征态为该电路的能级，已知 â†â的本征值为 n（n = 0, 1, 2 . . .），请直接写出该
电路能级 En。
（1.4）为与经典计算机保持一致，量子计算机通常构造仅在基态与第一激发态间跃迁的二能
级系统作为量子比特。请问上述 LC量子电路适合作为量子计算机的基本电路吗？若适合，
请给出理由。若不适合，说明应该如何安排能级分布。
（2）约瑟夫森结（Josephson Junction）的引入

为制作量子计算机，物理学家们在电路中引入约瑟夫森结，约瑟夫森结由两块超导体和
中间的极薄绝缘层组成，其满足两个约瑟夫森关系

I = Ic sinϕ, V =
ℏ
2e

dϕ
dt

(2)

其中 ϕ是一个随时间变化的参量。现考虑一个电容与约瑟夫森结形成闭合回路。
（2.1）请计算该电路的哈密顿量（用库伯对数 n2e =

Q
2e
与 ϕ及其他已知量表示，常数部分可

略去不写）。
（2.2）将该电路的哈密顿量展开至 ϕ4 项，并由此定性说明，为什么约瑟夫森结可作为量子
比特被引入。
（3）Transmon量子比特

为解决早期超导量子比特受到环境中电荷噪声 n2e的严重干扰，物理学家提出了 Trans-
mon量子比特，其哈密顿量为

H = 4EC (n2e − ng)
2 − EJ cosϕ (3)

其中 ng 的引入是为了抑制 n2e的噪声。
（3.1）引入 ng 在抑制噪声的同时，也带来其自身的噪音。因此，我们该如何设定 EJ , EC 来
有效抑制噪声？
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（3.2）假设系统参数使得 EJ ≫ EC，其中 EC = e2

2C
是充电能。在该极限下，系统的能级间

隔对 ϕ的涨落不敏感（transmon regime）。已知在这种情况下，能级可以近似为

Em ≈ −EJ +
√
8EJEC

(
m+

1

2

)
− EC

12

(
6m2 + 6m+ 3

)
+ · · · (4)

其中m = 0, 1, 2 . . .。计算非谐性（anharmonicity）α = (E2 − E1)− (E1 − E0)，为了使近似
更精确，EJ

EC
是否可以无限大？

（4）Rabi振荡
（4.1）实现量子比特的反转不仅需要能级量子化的系统，还需要外界的驱动。已知在频率
ω > 0，振幅 a ≪ E1, E2的驱动下，由能级 E1和 E2（E1 < E2）构成的量子比特具有哈密
顿算符：

Ĥ =

(
E1 a cos(ωt)

a cos(ωt) E2

)
(5)

而运动方程写作

iℏ
d
dt

(
c1e−

iE1t
ℏ

c2e−
iE2t
ℏ

)
= Ĥ

(
c1e−

iE1t
ℏ

c2e−
iE2t
ℏ

)
(6)

求出 dc1
dt ，

dc2
dt 。

（4.2）由上问结果可以看出，c1, c2的变化很缓慢，在求平均时将它们看作不变，求出使
dc1
dt ，

dc2
dt 的时间平均值不为 0的频率 ω，此时系统的状态称为 Rabi振荡。
（4.3）在上述共振频率下，求出量子比特从 |c1| = 1, |c2| = 0第一次演化到 |c1| = 0, |c2| = 1
所需时间。

解：
（1）（1.1）

H =
Q2

2C
+

Φ2

2L
(1)

（1.2）反解出

â† =
1

2

(
Φ̂

Φ0

− i
Q̂

Q0

)
(2)

â =
1

2

(
Φ̂

Φ0

+ i
Q̂

Q0

)
(3)

代入产生湮灭算符的对易子，可得

Q0Φ0 =
ℏ
2

(4)

结合以
Φ0

Q0

=

√
L

C
(5)

可以解得

Φ0 =

√
ℏ
2

√
L

C
, Q0 =

√
ℏ
2

√
C

L
(6)

将其代入 Ĥ，可以得到

Ĥ = ℏ
√

1

LC

(
â†â+

1

2

)
(7)

（1.3）

En = ℏ
√

1

LC

(
n+

1

2

)
(8)

（1.4）不适合。
原因：当我们选择最低的两个能级作为运算空间的时候，其相邻能级之间的能量之差应该不
同，否则在外界能量输入时，无法保证原子仅在选取的两个能级间跃迁，运算空间将一片混
乱。而 LC量子电路体系各能级之差一样，故不适合作为量子计算机的基本电路。
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（2）（2.1）根据静电能的定义，可得

U =

∫ t

0

IV dt =
Φ0Ic
2π

(cosϕ0 − cosϕ) (9)

其中 Φ = h
2e
，略去常数，有

H =
2e2

C
n2
2e −

Φ0Ic
2π

cosϕ (10)

（2.2）
H =

2e2

C
n2
2e −

Φ0Ic
2π

+
1

2

Φ0Ic
2π

ϕ2 − 1

24

Φ0Ic
2π

ϕ4 (11)

相比于之前的体系，此体系多了恒负的一项。除此之外，我们还可以知道对越高的能级，此
项作用越大，故而可知能级差随着能级上升而减小，因此适合作为量子比特。
（3）（3.1）为使噪音足够小，应该让

EJ ≫ EC (13)

（3.2）代入数值有
α = −EC (12)

能级间隔单调递减，故同上，此系统可以作为量子比特。
EJ

EC
不能无限大。如果 EJ

EC
过大，会使得非谐性相对能级差过小，因此也不可接受。

（4）（4.1）
dc1
dt

= − iac2
ℏ

cos(ωt) exp
(
i(E1 − E2)t

ℏ

)
(14)

dc2
dt

= − iac1
ℏ

cos(ωt) exp
(
− i(E1 − E2)t

ℏ

)
(15)

（4.2）展开

cos(ωt) =
eiωt + e−iωt

2
(16)

由于当 Ω ̸= 0时，对时间的平均值 〈
eiΩt
〉
= 0 (17)

所以仅当

ω =
E2 − E1

ℏ
(18)

时，有非零的平均值。
（4.3） 〈

dc1
dt

〉
= − iac2

2ℏ
(19)〈

dc2
dt

〉
= − iac1

2ℏ
(20)

因此 c1, c2振荡的频率为

Ω =
a

2ℏ
(21)

初始 |c1| = 1, |c2| = 0，第一次演化到 |c1| = 0, |c2| = 1时相位为 π
2
，则经过的时间：

t =
π

2Ω
=

πℏ
a

(22)

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 23分：
第（1.1）问 2分：（1）式 2分；
第（1.2）问 14分：（2）（3）（6）式各 2分，（4）（7）式各 4分；
第（1.3）问 2分：（8）式 2分；
第（1.4）问 5分：指出不适合 2分，说明相邻能级差应该不同及原因 3分；
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第（2）问 8分：
第（2.1）问 4分：（10）式 1分，（9）式 3分；
第（2.2）问 4分：（11）式 2分，解释适合作为量子比特的原因 2分；
第（3）问 6分：
第（3.1）问 2分：（13）式 2分；
第（3.2）问 4分：（12）式 2分，指出 EJ

EC
不能无限大 1分，说明原因 1分；

第（4）问 13分：
第（4.1）问 4分：（14）（15）式各 2分；
第（4.2）问 3分：（16）式 1分，（18）式 2分；
第（4.3）问 6分：（19）（20）式各 1分，（21）（22）式各 2分。

六、（50分）双折射晶体
本题中我们将研究一种双折射晶体，其双折射率分别为 no =

√
ε1、ne =

√
ε2。本题假

设光线都在 xOz平面内传播，忽略介质磁导率的影响。
（1）已知在线性介质中电位移矢量 D⃗与电场强度 E⃗ 的关系为 D⃗ =

→→

εr ε0 · E⃗，设光轴方向为
ẑ，求这种晶体的相对介电张量

→→

εr。
（2）假设一列线偏振平面波在晶体中传播，其波矢为 k⃗，圆频率为 ω，根据麦克斯韦方程组

∇ · D⃗ = 0

∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0

∇× B⃗ = µ0
∂D⃗

∂t

(1)

求解：
（2.1）将光轴方向取为 ẑ，求电场强度 E⃗ 满足的线性方程，用 ε1,2, ẑ, c, k⃗, ω与 E⃗ 表示；

（2.2）继（2.1），设 k̂ = ẑ cos θ+ x̂ sin θ。注意到双折射介质中相速度与群速度不再相同，因
此折射率也分为相折射率和群折射率。求出这列平面波可能对应的的相折射率 n。
（2.3）对（2.2）中求出的每种情况分别求解 D⃗, E⃗（可保留常系数，不计相位），并求出这列
平面波传播的方向与光轴的夹角 ϕ。
（3）本问中我们将讨论光线从双折射晶体出射到各向同性介质时的行为。简化起见，我们认
为光轴在入射面内，并且在表达式中使用 no, ne代替 ε1,2。取界面法向（朝向晶体一侧）为 ẑ，
设光轴方向为 x̂ sinα+ ẑ cosα，入射光方向为 x̂ sin i− ẑ cos i，反射光方向为 x̂ sin r+ ẑ cos r。

i

α
r

t

no, ne

n

图 6.1: 双折射晶体入射出射光示意图

（3.1）若入射光偏振方向在入射面内，试用 tan i, tanα, no, ne表示 tan r。
提示：计算 tan r − tan i。
（3.2）设各向同性介质折射率为 n，试求出射角 t与光强反射率 R。R的结果可保留 r, t。
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解：
（1）由于忽略磁化，折射率与相对介电常数的关系为 n =

√
εrµr =

√
εr。因此

εx = εy = n2
o = ε1, εz = n2

e = ε2 ⇒ →→

εr =

ε1 0 0
0 ε1 0
0 0 ε2

 (1)

（2）（2.1）将平面波代换 ∇ → i⃗k代入麦克斯韦方程组：
i⃗k · D⃗ = 0

i⃗k × E⃗ = iωB⃗
i⃗k · B⃗ = 0

i⃗k × H⃗ = −iωD⃗

(2)

⇒ B⃗ =
k⃗

ω
× E⃗,

k⃗ × (k⃗ × E⃗)

µ0ω2
= −D⃗ (3)

代入电位移矢量与电场强度的关系并利用 µ0ε0 =
1

c2
：

c2

ω2
k⃗ × (k⃗ × E⃗) = − →→

εr · E⃗ or
c2

ω2
k⃗ × (k⃗ × E⃗) + ε1E⃗ + (ε2 − ε1)(ẑ · E⃗)ẑ = 0 (4)

（2.2）将折射率的定义
ω

k
=

c

n
代入(3)式：

n2

k2

[(
k⃗ · E⃗

)
k⃗ − k2E⃗

]
+

→→

εr · E⃗ = 0 (5)

（解法一） 将(5)式重写为MijEj = 0的形式：

n2(kikjEj − k2δijEj) + εijk
2Ej = 0 ⇒ det(n2(kikj − k2δij) + εijk

2) = 0 (6)

n2(kikj−k2δij)+εij =

n2(k2
x − k2) + ε1k

2 n2kxky n2kxkz
n2kxky n2(k2

y − k2) + ε1k
2 n2kykz

n2kxkz n2kykz n2(k2
z − k2) + ε2k

2

 (7)

将行列式展开：

detM = (n2 − ε1)
[((

k2
x + k2

y

)
ε1 + k2

zε2
)
n2 − k2ε1ε2

]
= 0 (8)

⇒ n1 =
√
ε1, n2 =

√
ε1ε2

ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ
(9)

（解法二） 将(5)式重写为 D⃗满足的方程

D⃗ =
n2

k2

[
k2 →→

εr
−1 · D⃗ − k⃗

(
k⃗ ·
(

→→

εr
−1 · D⃗

))]
(6*)

(I⃗ − n2 →→

εr
−1) · D⃗ = −n2

k⃗
[
k⃗ ·
(

→→

εr
−1 · D⃗

)]
k2

(7*)

写成分量式并利用(2)式：

Di =
−n2ki(k⃗ · ( →→

εr
−1 · D⃗))

k2(1− n2ε−1
i )

, k⃗ · D⃗ = 0 ⇒
∑ k2

i

n2/εi − 1
= 0 or k⃗ · ( →→

εr
−1 · D⃗) = 0 (8*)

若
∑ k2

i

n2/εi − 1
= 0，代入 kx = k sin θ, kz = k cos θ得：

ε1 sin2 θ
n2 − ε1

+
ε2 cos2 θ
n2 − ε2

= 0, n =

√
ε1ε2

ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ
(9*)
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若 k · ( →→

εr
−1 · D⃗) = 0，则：

(1− n2 →→

εr
−1) · D⃗ = 0, det(1− n2 →→

εr
−1) =

(
1− n2

ε1

)2(
1− n2

ε2

)
= 0 (10*)

若取 n =
√
ε2，则 D⃗//ẑ，要求 k⃗ ⊥ ẑ，此时情况 1求出的 n也为

√
ε2，故此解舍去，最终

答案为：

n1 =
√
ε1, n2 =

√
ε1ε2

ε1 sin2 θ + ε2 cos2 θ
(11)

（2.3）

case 1 ⇒ Di =
αki

n2/εi − 1
= D0

(
x̂

sin θ
− ẑ

cos θ

)
, Ei =

βki
n2 − εi

= E0

(
x̂

ε1 sin θ
− ẑ

ε2 cos θ

)
(12)

光线传播的方向平行于坡印廷矢量 S⃗：

S⃗ =
E⃗ × (k⃗ × E⃗)

µ0ω
= S0

(
ẑ

ε1 sin θ
+

x̂

ε2 cos θ

)
(13)

（方向对即可，系数无所谓）即，若设传播方向为 (sinϕ, cosϕ)，则有

case 1 ⇒ ϕ = arctan
(
ε1
ε2

tan θ
)

(14)

case 2 ⇒ D⃗ = D0ŷ, E⃗ = E0ŷ, ϕ = θ (15)
可以看出，case 2的光线为 o光。
（3）（3.1）
（解法一） 本问可以利用边界条件爆算。

ŝ = (sinα, cosα), t̂ = (cosα,− sinα), î = (sin i,− cos i), r̂ = (sin r, cos r) (16)

ϕi = π − i− α, ϕr = r − α (17)

tan θi = −n2
e

n2
o

tan(i+ α), tan θr =
n2
e

n2
o

tan(r − α) (18)

k̂i = ŝ cos θi + t̂ sin θi =

n2
e

n2
o

tan(i+ α)t̂− ŝ√
1 +

(
n2
e

n2
o

tan(i+ α)

)2

k̂r = ŝ cos θr + t̂ sin θr =

n2
e

n2
o

tan(r − α)t̂+ ŝ√
1 +

(
n2
e

n2
o

tan(r − α)

)2

(19)

由波矢平行界面的分量连续：

√
n2
on

2
e

n2
o sin

2 θi + n2
e cos2 θi

n2
e

n2
o

tan(i+ α) cosα− sinα√
1 +

(
n2
e

n2
o

tan(i+ α)

)2
=

√
n2
on

2
e

n2
o sin

2 θr + n2
e cos2 θr

n2
e

n2
o

tan(r − α) cosα+ sinα√
1 +

(
n2
e

n2
o

tan(r − α)

)2
(20)

代入(18)式并化简：

n2
e

n2
o

tan(i+ α) cosα− sinα√
n4
e

n2
o

tan2(i+ α) + n2
e

=

n2
e

n2
o

tan(r − α) cosα+ sinα√
n4
e

n2
o

tan2(r − α) + n2
e

(21)
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n2
e tan(i+ α)− n2

o tanα
n2
e tan(r − α) + n2

o tanα
=

√
n2
e tan2(i+ α) + n2

o

n2
e tan2(r − α) + n2

o

(22)

为了求解这个方程，我们分离变量并引入常数K：

K =
n2
e tan(i+ α)− n2

o tanα√
n2
e tan2(i+ α) + n2

o

=
n2
e tan(r − α) + n2

o tanα√
n2
e tan2(r − α) + n2

o

(23)

可以看出，这可以化简为一个关于 tan i或 tan r的二次方程，二者的区别仅在于 α → −α。{
A tan2 i+B tan i+ C = 0

A tan2 r −B tan r + C = 0
⇒ tan r − tan i =

B

A
(24)

将原方程展开并提取系数（可用求导法）：

[n2
e(tan i+ tanα)− n2

o tanα(1− tan i tanα)]2 = K2[n2
e(tan i+ tanα)2 + n2

o(1− tan i tanα)2] (25)

B = 2(n2
e − n2

o) tanα(n2
e + n2

o tan2 α−K2), A = (n2
e + n2

o tan2 α)(n2
e + n2

o tan2 α−K2) (26)

因此有一个漂亮的关系，即
B

A
=

2(n2
e − n2

o) tanα
n2
e + n2

o tan2 α
(27)

与K 无关，最终得到

tan r = tan i+
2(n2

e − n2
o) tanα

n2
e + n2

o tan2 α
(28)

（解法二） 本问也可以有更优雅的解法。写出波矢椭球方程

k2
0 =

k2
//

n2
o

+
k2
⊥
n2
e

, k// = kx sinα+ ky cosα, k⊥ = kx cosα− ky sinα (16*)

化为 Ak2
x +Bkxky + Ck2

y = k2
0 的形式，结合边界上 kx连续，注意到这个方程对给定 kx的

两个解就是入射光与反射光的 ky，因此根据韦达定理：

kyi + kyr = −B

C
kx (17*)

根据光线传播速度 v⃗g = c∇kk0：

v⃗g =
c

2k0
∇k(Ak

2
x +Bkxky + Ck2

y) =
c

2k0
(2Akx +Bky, 2Cky +Bkx) (18*)

运用我们强大的注意力，计算 viy + vry：

viy + vry =
c

2k0
(2C(kyi + kyr) + 2Bkx) = 0 (19*)

由此我们可以得到一个优雅的结论：入射光与反射光的 y分量速度等大反向。
代入 vg = c/n，假设光线传播方向为 sx, sy，(19*)化为：

siy
ni

+
sry
nr

= 0 (20*)

其中 ni, nr 为入射、反射光线的群折射率，注意不能代入(11)式中的 n！
利用速度椭球的结论：

n2 = n2
os

2
// + n2

es
2
⊥ = (n2

o sin
2 α+ n2

e cos2 α)s2x + 2 sinα cosα(n2
o − n2

e)sxsy + (n2
o cos2 α+ n2

e sin
2 α)s2y (21*)

将(20*)两边取倒数并平方： 
A′ = n2

o sin
2 α+ n2

e cos2 α
B′ = 2 sinα cosα(n2

o − n2
e)

C ′ = n2
o cos2 α+ n2

e sin
2 α

(22*)
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A′s2ix +B′sixsiy + C ′s2iy
s2iy

=
A′s2rx +B′srxsry + C ′s2ry

s2ry
(23*)

利用 tan i = −six
siy
和 tan r =

srx
sry
化简:

A′ tan2 i−B′ tan i+ C ′ = A′ tan2 r +B′ tan r + C ′, tan r − tan i = −B′

A′ (24*)

化简得

tan r = tan i+
2(n2

e − n2
o) tanα

n2
e + n2

o tan2 α
(25*)

（3.2）由界面上切向波矢连续：

kx =
ω

c

n2
e tan(i+ α) cosα− n2

o sinα√
n2
e tan2(i+ α) + n2

o

=
nω

c
sin t (29)

解得

t = arcsin
n2
e sin(i+ α) cosα− n2

o cos(i+ α) sinα

n
√
n2
e sin

2(i+ α) + n2
o cos2(i+ α)

(30)

设振幅反射率 ra = Er/Ei、振幅透射率 ta = Et/Ei，由 E⃗, H⃗ 切向连续：

(E⃗i + E⃗r − E⃗t) · x̂ = 0 ⇒ cos i− ra cos r = ta cos t (31)

结合(3)式求出 Hi,Hr,Ht：

Hi =
k⃗i × E⃗i

µ0ω

=
(n2

e tan(i+ α) cosα− n2
o sinα,−n2

e tan(i+ α) sinα− n2
o cosα)

µ0c
√
n2
e tan2(i+ α) + n2

o

× Ei(cos i, sin i)

=

√
n2
e sin

2(i+ α) + n2
o cos2(i+ α)

µ0c
Ei

(32)

Hr =
(n2

e tan(r − α) cosα+ n2
o sinα,−n2

e tan(r − α) sinα+ n2
o cosα)

µ0c
√
n2
e tan2(r − α) + n2

o

× Er(− cos r, sin r)

=

√
n2
e sin

2(r − α) + n2
o cos2(r − α)

µ0c
Er

(33)
Ht =

n

µ0c
Et (34)

Hi +Hr = Ht ⇒
√
n2
e sin

2(i+ α) + n2
o cos2(i+ α) +

√
n2
e sin

2(r − α) + n2
o cos2(r − α)ra = nta (35)

记 ni =
√
n2
e sin

2(i+ α) + n2
o cos2(i+ α), nr =

√
n2
e sin

2(r − α) + n2
o cos2(r − α)（事实上这

正是入射光与反射光对应的群折射率），可解得
ra =

n cos i− ni cos t
n cos r + nr cos t

ta =
ni cos r + nr cos i
n cos r + nr cos t

(36)

由 S ∝ (E⃗ × H⃗) · n⃗，即 S ∝ HEx，由此可求出反射率：

Si =
ni cos i
µ0c

E2
i , Sr = −nr cos r

µ0c
E2

r , R =
nr cos r
ni cos i

r2a (37)
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为了化简 R的结果，我们要用到(20*)的等效表达式：

cos i
ni

=
cos r
nr

(38)

该结论也可以证明如下：
记 xi = Ei cos i, xr = −Er cos r, xt = Et cos t, yi = niEi, yr = nrEr, yt = nEt，则{

xi + xr = xt

yi + yr = yt
(39)

又由法向能流守恒，xiyi + xryr = xtyt，联立解得 xiyr + xryi = 0，证毕。
将该结论代入(36)(37)式，最终得到与菲涅尔公式完全相同的表达式：

R =

(
n cos i− ni cos t
n cos i+ ni cos t

)2

(40)

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 3分：（1）式 3分；
第（2）问 24分：
第（2.1）问 8分：（3）（4）式各 2分，（2）式 4分；
第（2.2）问 11分：（5）式 1分，（6）（7）（11）式各 2分，（8）式 4分；
解法二：（7*）（10*）式各 1分，（6*）（8*）（9*）式各 2分；
第（2.3）问 5分：（13）（14）（15）式各 1分，（12）式 2分；
第（3）问 23分：
第（3.1）问 11分：（18）式 2分，（28）式 4分，（22）式 5分；
解法二：（17*）（21*）（25*）式各 2分，（19*）式 5分；
第（3.2）问 12分：（29）（30）（31）式各 1分，（36）（37）（40）式各 2分，（35）式 3分。

七、（40分）啊啊啊宝宝你是一个软软的小蛋糕
笔者于某次集训的酒店吃早饭时观察到，如果使用筷子击打一小块蛋糕的底部，蛋糕会

滑动并在一个新的位置停下，然后开始很可爱的摇头晃脑。本题将以一个有趣但未必正确
的方式来解释这一现象。
（1）首先可以想到的是，我们可以把蛋糕简化为一根长宽高分别为 a, b, l的匀质刚体（a为
垂直纸面的宽度），其质量为 m，且 a, b ≪ l。如下图黑线所示，其底端被铰链固定，宽垂
直于纸面方向。将其从 θ = 0处静止释放，其会向下旋转，重力加速度为 g。求出这一过程
中的 θ̇和 θ̈，本问不考虑 a, b的影响。

 

图 7.1: 蛋糕模型简化示意图

（2）求出为了使整个刚体同步转动，其距底端 xl处的切向应力 F 和应力矩M。
（3）想必你一定注意到了上图中的红线。因为其有杨氏模量 E，在上问的力矩M 下，其会
发生形变，如红线所示。假设形变较小，求出距底端 xl处实际形状较原形状的偏离 y。
（4）由于形变，其受到的总重力矩发生了 ∆M 的变化。在最低阶近似下求出该变化。
（5）在上述的简化情况下，求出在 θ = 0附近振动的角频率 ω。这需要 E满足什么条件？譬
如，取蛋糕为 1 cm× 1 cm× 3 cm，密度 1000 kg/m3，估算临界杨氏模量 Ec的数值。
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（6）讨论该模型有哪些问题。

解：

（1）根据能量守恒
1

2
mgl(1− cos θ) =

1

6
ml2θ̇2，结合 θ̈ =

dθ̇2

2 dθ
得到：

θ̇ =

√
3g(1− cos θ)

l
, θ̈ =

3g sin θ
2l

(1)

（2）对最上方 l − xl段分析受力，有

F = (1− x)m(g sin θ − rθ̈) = (1− x)m

(
g sin θ − 1 + x

2
l · 3g sin θ

2l

)
=

mg sin θ
4

(1− 3x)(1− x)

(2)

M =

∫ xl

0

F dx · l = mgl sin θ
4

x(1− x)2 (3)

（3）截面抗弯矩

E0 = E

∫∫
z2 dS = Ea

∫ b/2

−b/2

z2 dz =
Eab3

12
(4)

又因为

y′′ =
M

E0

(5)

代入积分得

y =
3mgl3 sin θ

Eab3

(
x5

20
− x4

6
+

x3

6

)
(6)

（4）附加力矩

∆M =

∫ 1

0

−mgy cos θ dx = −m2g2l3 sin θ cos θ
20Eab3

(7)

（5）总力矩

Mt =

(
mgl

2
− m2g2l3

20Eab3

)
sin θ (8)

I =
ml2

3
(9)

根据Mt = Iθ̈并作小量近似，有

mgl

2
− m2g2l3

20Eab3
+

ml2

3
ω2 = 0 (10)

ω =

√
3mg2l

20Eab3
− 3g

2l
(11)

要求

E <
mgl2

10ab3
(12)

譬如，取蛋糕为 1 cm× 1 cm× 3 cm，密度 1000 kg/m3，估算可得 E = 270 Pa。
（6）
1.算出的杨氏模量太小，显然不合理；
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2.忽略了内部质点的上下振动；
3.计算出的附加力矩会反作用于运动，从而再反过来使力矩变化；
4.水平线度并不远小于竖直线度；
等等。

评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 3分：（1）式 3分；
第（2）问 6分：（2）（3）式各 3分；
第（3）问 9分：（5）式 2分，（4）式 3分，（6）式 4分；
第（4）问 6分：（7）式 6分；
第（5）问 12分：（9）式 1分，（8）（12）式各 2分，（11）式 3分，结果与 270 Pa差一个数
量级以内均可得 4分；
第（6）问 4分：言之有理即可；答出一个方面 2分，两个方面及以上 4分。
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