
第 30届 CPHOS物理竞赛联考
理论试题

本文件于 2026年 6月 26日 12:00发布，最后更新于 2026年 7月 4日 16:12。
CPHOS物理竞赛联考是开放性公益性的考试，有意向参与的教师和学生可以关注“CPHOS”微信公众

号进行报名，报名后方可参与联考。请使用“CPHOS物理竞赛联考”微信小程序完成答题卡上传、阅卷、
成绩查询等操作。联系方式见试题末尾。

一、（40分）变径向距离的负载驱动轮子运动
如图所示，一个质量为M、半径为 R的均匀薄壁圆环静置于粗糙的水平地面上，其与

地面间的静摩擦因数为 µs，动摩擦因数为 µk。圆环的中心处有一个可视为质点的电机，通
过一根可改变长度的轻质刚性杆连接一个质量为m的配重（亦可视为质点）。电机可以主动
控制杆的长度 L(t)和杆与竖直向下方向的夹角 θ(t)。
设圆环中心的水平位移为 x（向右为正），重力加速度为 g。我们旨在研究如何通过控

制内部配重的运动，使得整个装置在水平地面上实现宏观的定向移动。

地面

O

L

m

θ

R
X

变径摆驱动圆环

图 1.1: 变径摆驱动环系统示意图

（1）为分析系统的动力学行为，我们需要建立基本关系。
（1.1）推导地面施加于圆环的法向支持力N的表达式。该表达式应包含M,m, g以及L(t), θ(t)
和它们的一阶、二阶时间导数。
（1.2）整个系统（圆环 +配重）在水平方向的运动由内部质量的相对运动以及外部的摩擦力
共同决定。若将内部质量相对圆环中心的运动等效为一个施加于系统质心的”驱动力” Fdrive，
系统的水平运动方程可写为 (M +m)ẍ = Fdrive +Ffriction。请推导此”驱动力” Fdrive的表达式，
它应包含m以及 L(t), θ(t)和它们的一阶、二阶时间导数。
（2）为了实现从静止开始的净位移，需要打破运动的对称性。一种有效的策略是采用非对称
的”推进-复位”循环：在”推进”阶段，通过剧烈运动产生超过最大静摩擦力的驱动力使圆
环滑动；在”复位”阶段，通过缓慢、平缓的运动将配重恢复原位，此间驱动力始终小于最
大静摩擦力，圆环保持静止。请基于你在 (1)中得到的结论，定性阐述在”推进”和”复位”
两个阶段，应如何策略性地控制配重的径向和角向运动，才能最有效地实现向右的净位移。
（3）现在我们定量研究从静止启动圆环的”点火”过程。设初始时刻 t = 0，系统完全静止，
配重位于最低点（x = 0, θ = 0, θ̇ = 0），杆长为 L0（L̇ = 0）。电机瞬间启动，给予配重一个
初始径向加速度 L̈(0) = ar 和角加速度 θ̈(0) = α。
（3.1）写出在 t = 0时刻，圆环能开始向右滑动的条件，用一个包含M,m, g, L0, µs, ar, α的
不等式表达。
（3.2）为使圆环能开始向右滑动，电机在 t = 0时刻需要对配重施加一个作用力 F⃗rod。若要
使启动时该作用力的大小 |F⃗rod|最小，电机的径向加速度 ar 应取何值？并求出在此最优 ar
条件下，圆环恰好开始滑动所对应的角加速度大小 |α|min。

解：
（1）（1.1）以地面为参考系，设圆环中心 O的坐标为 (x, 0)，则配重m的坐标为 (xm, ym) =
(x+ L sin θ,−L cos θ)。配重在竖直方向的加速度为：

ÿm =
d
dt2

(−L cos θ) = −L̈ cos θ + 2L̇θ̇ sin θ + Lθ̈ sin θ + Lθ̇2 cos θ (1)
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对整个系统（圆环 +配重）应用牛顿第二定律的竖直分量。系统总的竖直方向外力为法向支
持力 N 与总重力 (M +m)g之差。系统质心的竖直加速度为

ay,CM =
M · 0 +mÿm
M +m

(2)

于是有

N − (M +m)g = (M +m)ay,CM = mÿm (3)

联立 (1)和 (3)得法向支持力 N 的表达式：

N = (M +m)g +m(−L̈ cos θ + 2L̇θ̇ sin θ + Lθ̈ sin θ + Lθ̇2 cos θ) (4)

（1.2）整个系统在水平方向的运动方程由质心运动定理给出。系统质心的水平坐标为

xCM =
Mx+mxm
M +m

= x+
m

M +m
L sin θ (5)

系统所受的唯一水平外力是摩擦力 Ffriction。根据质心运动定理：

(M +m)ẍCM = Ffriction (6)

对质心水平坐标求二阶导数：

ẍCM = ẍ+
m

M +m

d2

dt2
(L sin θ) (7)

将 (7)代入 (6)得：

(M +m)ẍ+m
d2

dt2
(L sin θ) = Ffriction (8)

整理后与题给方程

(M +m)ẍ = Fdrive + Ffriction (9)

比较，可得“驱动力”Fdrive的表达式：

Fdrive = −m d2

dt2
(L sin θ) = −m[(L̈− Lθ̇2) sin θ + (Lθ̈ + 2L̇θ̇) cos θ] (10)

（2）为实现向右的净位移，需采用非对称循环。推进阶段：产生一个足够大的向右驱动力
Fdrive > µsN，使圆环向右滑动。复位阶段：配重归位，此过程中驱动力始终满足 |Fdrive| ≤ µsN，
圆环保持静止。根据 (10)，Fdrive是配重m相对于圆环中心 O的水平加速度 ẍrel的 −m倍：

Fdrive = −mẍrel (11)

要获得向右的驱动力，需使配重相对 O点有向左的加速度。推进阶段（剧烈运动）：为产生
大的向左的 ẍrel，可以采用以下策略：(a)角向运动：在 θ ≈ 0附近，使配重有大的顺时针角
加速度 θ̈ < 0。(b)径向运动：当配重在右侧 (sin θ > 0)时，快速收缩杆长（大的负 L̈）；当配
重在左侧 (sin θ < 0)时，快速伸长杆长（大的正 L̈）。复位阶段（缓慢运动）：为使 |Fdrive|保
持很小，配重的所有运动（径向和角向）都必须缓慢进行，即各阶导数 L̇, L̈, θ̇, θ̈都应很小。
（3）（3.1）
（解法一） （解法一符合模型原有预期，电机通过自转消除力矩反作用，从而实现固定的驱
动效果。本题如果严谨考虑，应按照解法二求解，但本题题干没有指明如何考虑，两种解法
都给分）在 t = 0时刻，系统静止，有 θ = 0, θ̇ = 0, L̇ = 0, L = L0。此时给定的加速度为
L̈(0) = ar, θ̈(0) = α。代入 (10)式，得到 t = 0时的驱动力：

Fdrive(0) = −m(L0α cos 0) = −mL0α (12)

代入 (4)式，得到 t = 0时的法向支持力：

N(0) = (M +m)g +m(−L̈(0) cos 0) = (M +m)g −mar (13)
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当圆环在粗糙地面上纯滚动时，需同时考虑平动和转动。设圆环中心水平加速度为 ẍ，圆环
绕中心的角加速度为 β（逆时针为正）。纯滚动约束给出 ẍ+Rβ = 0，即 β = −ẍ/R。对圆环
绕其中心应用转动定律，摩擦力 f（正方向向右）在接触点产生的力矩为 fR（逆时针），故

MR2β = fR (14)

结合纯滚动约束得 f =MRβ = −Mẍ。将此代入系统水平运动方程 (M +m)ẍ = Fdrive + f：

(M +m)ẍ = Fdrive −Mẍ =⇒ ẍ =
Fdrive

2M +m
(15)

因此纯滚动时地面对圆环的摩擦力为

f = −Mẍ = − M

2M +m
Fdrive =

MmL0α

2M +m
(16)

圆环开始向右滑动的条件是：纯滚动所需的摩擦力大小超过最大静摩擦力，且圆环有向右运
动的趋势（ẍ > 0，即 α < 0）。滑动条件为 |f | > µsN(0)，即

−MmL0α

2M +m
> µs

(
(M +m)g −mar

)
(17)

为保证圆环不离地，还需满足 N(0) > 0，即

ar <
(M +m)g

m
(18)

（解法二） 也可从接触点角动量定理出发，修正纯滚动临界状态下摩擦力与圆环平动加速度
的关系。点火瞬间仍有

Fdrive(0) = −mL0α, N(0) = (M +m)g −mar (12*)

若圆环仍处于纯滚动状态，设圆环自身转角为 ϕ，取 ẍ = −Rϕ̈。由于电机控制配重转动会
改变配重相对于接触点的角动量，不能只写圆环自身的转动方程，而应写

fR = −MR2ϕ̈+
d
dt

(
mL2θ̇

)
, f =Mẍ+

m

R

(
L2θ̈ + 2LL̇θ̇

)
(13*)

代入水平运动方程 (M +m)ẍ = Fdrive + f，得

mẍ = Fdrive +
m

R

(
L2θ̈ + 2LL̇θ̇

)
. (14*)

于是点火瞬间

ẍ(0) = L0α

(
L0

R
− 1

)
(15*)

维持纯滚动所需静摩擦力为

f(0) =ML0α

(
L0

R
− 1

)
+
mL2

0

R
α = L0

(
(M +m)L0

R
−M

)
α. (16*)

因此圆环在点火瞬间开始向右打滑的条件为

L0α

(
L0

R
− 1

)
> 0,∣∣∣∣L0

(
(M +m)L0

R
−M

)
α

∣∣∣∣ > µs

(
(M +m)g −mar

)
,

ar <
(M +m)g

m
.

(17*)

在通常情形 L0 < R下，向右运动趋势要求 α < 0。
（3.2）
（解法一） 电机对配重施加的作用力 F⃗rod可由牛顿第二定律求得：
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F⃗rod = ma⃗m −mg⃗ (19)

在 t = 0 时刻，配重的加速度 a⃗m(0) = ¨⃗rm(0)。在直角坐标系中，xm = x + L sin θ, ym =
−L cos θ。

ẍm(0) = ẍ(0) + L0α, ÿm(0) = −ar (20)

在恰好开始滑动的临界状态，圆环仍处于纯滚动。由 (15)，ẍ(0) =
Fdrive(0)

2M +m
=

−mL0α

2M +m
。故

ẍm(0) =
−mL0α

2M +m
+ L0α =

2ML0α

2M +m
(21)

a⃗m(0) =
2ML0α

2M +m
î− ar ĵ (22)

又 g⃗ = −g ĵ，代入得

F⃗rod = m

(
2ML0α

2M +m
î− ar ĵ

)
−m(−g ĵ) = 2MmL0α

2M +m
î+m(g − ar) ĵ (23)

该力大小的平方为：

|F⃗rod|2 =
(
2MmL0α

2M +m

)2

+m2(g − ar)
2 (24)

在恰好开始滑动的临界条件下，(17)取等号：

−MmL0α

2M +m
= µs

(
(M +m)g −mar

)
(25)

由此解出
2MmL0α

2M +m
= −2µs

(
(M +m)g −mar

)
，代入 |F⃗rod|2表达式中消去 α：

|F⃗rod|2 = 4µ2
s

(
(M +m)g −mar

)2
+m2(g − ar)

2 (26)

为求 |F⃗rod|的最小值，令其平方对 ar 的导数为零：

d
dar

|F⃗rod|2 = 8µ2
s

(
(M +m)g −mar

)
(−m) + 2m2(g − ar)(−1) = 0 (27)

化简得

4µ2
s

(
(M +m)g −mar

)
+m(g − ar) = 0 (28)

解出最优的径向加速度 ar：

ar =

(
4µ2

s(M +m) +m
)
g

m(1 + 4µ2
s)

(29)

将此最优 ar代回临界滑动条件 (25)，求解对应的角加速度大小 |α|min。首先计算法向力相关
项：

(M +m)g −mar = (M +m)g −
(
4µ2

s(M +m) +m
)
g

1 + 4µ2
s

=
(1 + 4µ2

s)(M +m)− 4µ2
s(M +m)−m

1 + 4µ2
s

g =
Mg

1 + 4µ2
s

(30)

则由 (25)：

|α|min = | − α| = (2M +m)µs

MmL0

(
(M +m)g −mar

)
(31)
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|α|min =
(2M +m)µsg

mL0(1 + 4µ2
s)

(32)

（解法二） 沿用修正后的纯滚动临界结果。为书写简洁，记

Γ = L0

(
(M +m)L0

R
−M

)
, B =

L2
0

R
. (18*)

由 (16*)可知 f(0) = Γα，恰好开始滑动时

|Γα| = µs

(
(M +m)g −mar

)
, |α| =

µs

(
(M +m)g −mar

)
|Γ|

. (19*)

配重在点火瞬间的绝对加速度为

ẍm(0) = ẍ(0) + L0α =
L2

0

R
α = Bα, z̈m(0) = −ar. (20*)

由 Frod +mg = mam，电机作用力分量为

Fx = mBα, Fz = m(g − ar), |Frod| = m
√
(g − ar)2 +B2α2. (21*)

将临界滑动条件代入，得

|Frod|2

m2
= (g − ar)

2 + C
(
(M +m)g −mar

)2
, C =

µ2
sB

2

Γ2
=
µ2
sL

4
0

R2Γ2
. (22*)

令上式对 ar 的导数为零：

2(ar − g)− 2Cm
(
(M +m)g −mar

)
= 0, ar − g = Cm

(
(M +m)g −mar

)
. (23*)

于是最优径向加速度为

a∗r = g
1 + Cm(M +m)

1 + Cm2
. (24*)

此时

N∗ = (M +m)g −ma∗r =
Mg

1 + Cm2
, |α|min =

µsMg

|Γ|(1 + Cm2)
. (25*)

即

|α|min =
µsMg

∣∣∣∣L0

(
(M +m)L0

R
−M

)∣∣∣∣
1 + µ2

sm
2L4

0

R2

(
L0

(
(M +m)L0

R
−M

))2


. (26*)

若通常 L0 < R，向右滑动趋势要求 α < 0，故最优点火时取

α∗ = −|α|min, |Frod|min = mMg

√√√√√√
µ2
sL

4
0

R2Γ2

1 +
µ2
sm

2L4
0

R2Γ2

. (27*)

评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 12分：
第（1.1）问 6分：（1）（2）式各 1分，（3）（4）式各 2分；
第（1.2）问 6分：（5）（6）（7）（9）式各 1分，（10）式 2分；
第（2）问 8分：写出力的情况 2分，指出加速度的关系 2分，推进策略正确 2分，复位策
略正确 2分；
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第（3）问 20分：
第（3.1）问 6分：（12）（13）（14）（15）式各 1分，（17）式 2分；
解法二：（12*）（15*）（16*）（17*）式各 1分，（13*）式 2分；
第（3.2）问 14分：（22）（24）（25）（26）（28）（29）（30）（31）式各 1分，（21）（27）（32）
式各 2分；
解法二：（21*）（24*）式各 1分，（19*）（20*）（22*）（23*）（25*）（27*）式各 2分。

二、（40分）高斯光束的古斯-汉森位移
本题中我们将研究高斯光束的古斯-汉森位移现象。

（1）众所周知，当平面波从折射率 n1的介质入射到折射率 n2的介质且 n1 > n2时，可能发
生全反射，此时不产生透射光，即反射率 R = 1。
（1.1）直接写出全反射时的最小入射角 θc，接下来的小问答案可借助 θc表示。
（1.2）当发生全反射时，反射光与入射光之间存在相位差。设入射角为 θi，分别对偏振方向
平行、垂直于入射面的线偏振光写出相位差 ϕp, ϕs。
（2）我们容易发现，不同角度的入射光对应的相位差也不同；在实际过程中，由于并不存在
理想的平面波入射，实际反射的光束中心相比入射的将会有一个小偏移，这就是古斯-汉森
位移 δGH。
对于 θ > θc的一般情况，我们不必得知入射光的角谱分布（不同方向入射光分量的占比）就
可以计算最低阶的 δGH。设波长为 λ，试对于 s光写出该位移的大小。
（3）注意到，上问的结果在入射角趋于临界角时发散！这时我们就必须引入实际的角谱分布
了。设 θ为给定方向与波矢的夹角，已知在近似下，高斯光束的角谱分布为：

g(θ) =

√
πw0

λ
exp

[
−
(πw0

λ

)2
θ2
]

(1)

其中 w0为光束的束腰宽度。试求入射角恰好等于临界角时，s光的古斯-汉森位移 δc。
本题中你可能会用到的公式：∫ +∞

0

exp(−ts) dt = Γ

(
1 +

1

s

)
(2)

解：
（1）（1.1）较为简单，这里直接写出答案：

θc = arcsin
n2

n1

(1)

（1.2）发生全反射时，根据波矢切向连续和角频率不变，透射侧的波矢容易计算：

|⃗kt|
n2

=
ki
n1

, k⃗t = ki

(
sin θix̂+ i

√
sin2 θi − n2

2/n
2
1ŷ

)
(2)

对 p光，根据电磁场边界条件，结合全反射时振幅反射率模长为 1：
r = exp(iϕp)

n2
1(1 + r) = n2

2t

ki cos θi(1− r) = iki
√
sin2 θi − n2

2/n
2
1t

(3)

（与通常不同，由于我们只关心相移，上面写的是更简洁的磁场强度的方程组）化简得到：

1 + r

1− r
= i cot

ϕp

2
=

n2
2 cos θi

in2
1

√
sin2 θi − n2

2/n
2
1

(4)

解得

ϕp = −2 arctan
√
sin2 θi − sin2 θc
cos θi sin2 θc

(5)
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对 s光，同样根据边界条件和 |r| = 1列出方程：
r = exp(iϕs)

1 + r = t

ki cos θi(1− r) = iki
√
sin2 θi − n2

2/n
2
1t

(6)

同理解得

ϕs = −2 arctan
√
sin2 θi − sin2 θc

cos θi
= − arccos

sin2 θc + cos 2θi
cos2 θc

(7)

（2）假设界面上的入射光 Ei(x)可以分解为不同波矢 x分量的组合：

Ei(x) =

∫
A(kx) exp(ikxx) dkx (8)

则反射光 Er(x)为

Er(x) =

∫
A(kx)r(kx) exp(ikxx) dkx (9)

将反射率函数在 kx = kix附近做一阶展开，化简得

r(kx) = exp[iϕ(kx)] = exp[iϕ(kix)] exp
[
i
dϕ
dkx

· (kx − kix)

]
(10)

Er(x) =

∫
A(kx) exp

[
i
(
ϕ− dϕ

dkx
kix

)]
exp

[
ikx
(
x+

dϕ
dkx

)]
dkx (11)

根据傅里叶变换的性质

Er(x) = Ei

(
x+

dϕ
dkx

)
exp

[
i
(
ϕ− dϕ

dkx
kix

)]
(12)

其中多余的一项相位是 GH位移的附加影响。由此我们可以看出

δGH = − dϕ
dkx

=
λ

2π cos θi
dϕ
dθi

(13)

δGH, s =
λ

π

tan θi√
sin2 θi − sin2 θc

(14)

（3）对不同方向的 GH位移作平均：

δc =

∫ +∞

θc

λ

π

tan θ√
sin2 θ − sin2 θc

g(θ − θc) dθ (15)

在 θ = θc附近作展开：

δc ≈
λ

π

tan θc√
sin 2θc

∫ +∞

0

g(δ)√
δ
dδ (16)

作代换 δ = t2，并代入 g(θ)：

δc =
2w0√
π

tan θc√
sin 2θc

∫ +∞

0

exp
[
−
(πw0

λ

)2
t4
]
dt (17)

利用题目给出的公式，最终算得

δc =
2w0√
π

tan θc√
sin 2θc

Γ(5/4)√
πw0/λ

=
Γ(1/4)

2π

√
λw0

tan θc√
sin 2θc

(18)
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评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 12分：
第（1.1）问 2分：（1）式 2分；
第（1.2）问 10分：（5）（7）式各 1分，（2）式 2分，（3）（6）式各 3分；
第（2）问 13分：（9）式 1分，（8）（10）（11）（12）（13）（14）式各 2分；
第（3）问 15分：（16）式 2分，（17）式 3分，（15）式 4分，（18）式 6分。

三、（50分）雷德里克-邝方程的相关计算
雷德利克-邝方程是对理想气体状态方程进行修正得到的一个实际气体状态方程，曾被

认为是最精确的双参数实际气体状态方程，满足雷德利克-邝方程的气体称为雷德利克-邝气
体。1mol雷德利克-邝气体满足:

p =
RT

Vm − b
− a√

TVm(Vm + b)
(1)

其中 p为压强，T 为热力学温度，Vm为摩尔体积，R为普适气体常量，a、b为已知常
量。
Part A雷德利克-邝方程的相关热力学量
（A.1）已知 T → ∞时，1mol雷德利克-邝气体的内能 U 趋于 Cv,m0T ，请尝试求解 1mol雷
德利克-邝气体的内能 U 的表达式，用 Cv,m0、T、a、b、Vm来表示。
提示：麦克斯韦关系

(
∂S
∂V

)
T
=
(
∂p
∂T

)
V

（A.2）接上问，给出 1mol雷德利克-邝气体的焓H 的表达式，用 Cv,m0、T、a、b、Vm来表
示。
（A.3）接上问，求解 1mol雷德利克-邝气体的熵 S 的表达式，并给出 1mol雷德利克-邝气
体的绝热方程，用 Cv,m0、T、a、b、Vm来表示，表达式中可以包含一个待定常量。
（A.4）接上问，给出 1mol雷德利克-邝气体的亥姆霍兹自由能 F 和吉布斯自由能 G的表达
式，用 Cv,m0、T、a、b、Vm来表示,表达式中可以包含上一问中的待定常量。
Part B雷德利克-邝气体的气液相变相关计算
（B.1）临界点是气液相变的极限状态，满足以下条件:

(
∂p
∂V

)
T
= 0，

(
∂2p
∂V 2

)
T
= 0。计算雷德

利克-邝方程的临界压强 pc 、临界体积 Vmc 和临界温度 Tc 。定义临界压缩因子 Zc =
pcVc

RTc
，

计算雷德利克-邝方程的临界压缩因子。

解：
Part A雷德利克-邝方程的相关热力学量
（A.1）对 1mol雷德利克-邝气体，由热力学第一定律

dU = T dS − p dV (1)

并代入提示中的麦克斯韦关系
(
∂S
∂V

)
T
=
(
∂p
∂T

)
V
，有(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂S

∂V

)
T

− p = T

(
∂p

∂T

)
V

− p (2)

由雷德利克-邝方程 (
∂p

∂T

)
V

=
R

Vm − b
+

1

2

a

T
3
2Vm(Vm + b)

(3)

代入 (2)式得 (
∂U

∂V

)
T

=
3

2

a√
TVm(Vm + b)

=
3a

2b
√
T

(
1

Vm

− 1

Vm + b

)
(4)

而对于 U = U(V, T )

dU =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV (5)
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注意到（积分得）(
∂

∂V

(
CT − 3a

2b
√
T
ln
(
1 +

b

Vm

)))
T

=
3

2

a√
TVm(Vm + b)

=

(
∂U

∂V

)
T

(6)

其中 C 为待定常量。所以内能

U = CT − 3a

2b
√
T
ln
(
1 +

b

Vm

)
(7)

根据题意，当 T → ∞时，1mol雷德利克-邝气体的内能 U 趋于 Cv,m0T ，从而得到

C = Cv,m0 (8)

U = Cv,m0T − 3a

2b
√
T
ln
(
1 +

b

Vm

)
(9)

（A.2）焓的定义

H = U + pV (10)
代入得

H = Cv,m0T − 3a

2b
√
T
ln
(
1 +

b

Vm

)
+
RTVm

Vm − b
− a√

T (Vm + b)
(11)

（A.3）考虑熵 S

dS =
dU + p dV

T
= Cv,m0

dT
T

+
3a

4bT
5
2

ln
(
1 +

b

Vm

)
dT +

a

2T
3
2Vm(Vm + b)

dVm+
R

Vm − b
dVm

(12)
类似地，注意到（积分得）

d
[
− a

2bT
3
2

ln
(
1 +

b

Vm

)]
=

3a

4bT
5
2

ln
(
1 +

b

Vm

)
dT +

a

2T
3
2Vm(Vm + b)

dVm (13)

得到

S = Cv,m0 lnT +R ln(Vm − b)− a

2bT
3
2

ln
(
1 +

b

Vm

)
+ S0 (14)

其中 S0为待定常量。绝热方程满足 dS = 0，即

S = Cv,m0 lnT +R ln(Vm − b)− a

2bT
3
2

ln
(
1 +

b

Vm

)
+ S0 = Const (15)

即为所求，其中 Const为待定常量。
（A.4）根据定义

F = U − TS (16)

G = U − TS + pV (17)
代入得

F = Cv,m0T − a

b
√
T
ln
(
1 +

b

Vm

)
− Cv,m0T lnT −RT ln(Vm − b)− TS0 (18)

G = Cv,m0T−
a

b
√
T
ln
(
1 +

b

Vm

)
−Cv,m0T lnT−RT ln(Vm−b)−TS0+

RTVm

Vm − b
− a√

T (Vm + b)
(19)
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Part B雷德利克-邝气体的气液相变相关计算
（B.1）临界点处满足 (

∂p

∂V

)
T

= − RT

(Vm − b)
2 +

a(2Vm + b)√
TV 2

m(Vm + b)
2 = 0 (20)

(
∂2p

∂V 2

)
T

=
2RT

(Vm − b)
3 − 2a[(2Vm + b)

2 − Vm(Vm + b)]√
TV 3

m(Vm + b)
3 = 0 (21)

联立解得临界体积

Vmc = 3.847b (22)

代回得到

Tc = 0.3450
( a

Rb

) 2
3

(23)

pc = 0.02989

(
a2R

b5

) 1
3

(24)

Zc =
pcVc

RTc

=
1

3
(25)

评分标准：本题满分 50分。
Part A 34分：
第（A.1）问 11分：（1）（2）（3）（4）（5）（6）（7）（8）式各 1分，（9）式 3分；
第（A.2）问 4分：（10）式 1分，（11）式 3分；
第（A.3）问 9分：（12）式 1分，（13）式 2分，（14）（15）式各 3分；
第（A.4）问 10分：（16）（17）式各 2分，（18）（19）式各 3分；
Part B 16分：
第（B.1）问 16分：（20）（21）式各 2分，（22）（23）（24）（25）式各 3分。

四、（40分）一维黑体辐射与 Johnson噪声
任何导体内部的电荷载流子都会因热运动而产生微弱的、随机的电压波动，这种现象被

称为热噪声或 Johnson-Nyquist噪声。一个处于热力学温度 T 的电阻 R，在频率带宽 ∆ν 内
产生的开路噪声电压均方值满足 V 2

n = 4kBTR∆ν，其中 kB 是玻尔兹曼常数。本题旨在通
过一个一维光子气体的模型，从电磁场量子化的角度，探讨这一现象的物理根源。
考虑一个理想的无损耗传输线，其特性阻抗为R。我们将电阻的热噪声建模为与传输线

一端相连的噪声源，而传输线的另一端接有另一个阻值同为 R的电阻作为匹配负载，以吸
收所有来波，避免反射。整个系统处于热力学平衡，温度为 T。电磁波在传输线中以光速 c
传播。在这个模型中，从一个电阻发出并沿传输线传播的电磁波，可以被看作是一维腔体中
的黑体辐射。
（1）首先考虑一个长度为 L的理想传输线，并假设其满足周期性边界条件。
（1.1）只考虑电磁波的单向传播（从噪声源到负载电阻），且电缆传输线系统没有偏振，求
该一维系统在频率区间 [ν, ν + dν]内的电磁模式数 dN。
（1.2）根据普朗克理论，在温度 T 下，每个模式的平均能量为

⟨E(ν)⟩ = hν

exp(hν/kBT )− 1
(1)

其中 h为普朗克常数。推导从一个电阻发出、沿传输线单向传播的噪声功率谱密度（单
位频率的功率）dP/dν。进一步地，利用电路理论推导电阻两端开路时可测量的噪声电压谱
密度 dV 2

n /dν。
提示：一个 Thévenin等效噪声源（电压为 Vn，内阻为 R）向一个匹配负载 R输送的功率为
V 2
n /(4R)。
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（1.3）在经典极限下，即 hν ≪ kBT 时，对你在 (1.2)中得到的结果进行近似，证明在频率带
宽 ∆ν 内测得的总噪声电压均方值 V 2

n 恰好为 Johnson-Nyquist公式。
（2）真实的传输线具有色散效应，其微观结构决定了可传播电磁波的频率上限。我们用一个
无限长的 LC阶梯网络来模拟这种效应，该网络由许多重复的“T”型单元串联而成，每个
单元的长度为 l0。

 

图 4.1: 传输线的“T”型 LC单元模型

（2.1）考虑一个角频率为 ω、波数为 k的正弦电压/电流波在该网络中传播。通过分析单个单
元的电压和电流关系，并利用周期性结构中物理量的关系式，如 V (x+ l0) = V (x)eikl0，推
导该传输线的色散关系 ω(k)。
（2.2）根据你得到的色散关系，确定该传输线能够传播电磁波的截止角频率 ωc。在 hν ≪ kBT
的经典近似下，计算由该物理截止频率所限制的电阻总开路噪声电压均方值 V 2

total。
（3）现在考虑一个长度为L的、由 (2)中描述的 LC单元构成的有限长传输线。其一端 (x = 0)
与噪声源电阻 R相连，另一端 (x = L)开路。
（3.1）简要说明为什么在这种阻抗失配的情况下，系统的电磁模式不再是连续的，而是形成
分立的共振模式。在长波极限 (kl0 ≪ 1)下，通过施加合适的边界条件，求出系统允许的驻
波共振角频率 ωm (m = 1, 2, 3, . . . )。
提示：开路端是电流波节。在 R≪

√
L0/C0的近似下，与电阻连接的一端可视为电压波节。

（3.2）对于该系统最低的非零共振模式 ω1，计算使其平均热激发光子数 ⟨n1⟩恰好为 1的特
征温度 T ∗（一个光子的能量即为 ℏω1）。将 T ∗用 L, l0, L0, C0, h, kB 表示。

解：
（1）（1.1）对于长度为 L的一维系统，周期性边界条件要求波矢 k满足：

kL = 2πn, n = 0,±1,±2, . . . (1)

波矢与频率 ν 的关系为 k = 2πν/c。因此，允许的频率是分立的，νn = nc/L。在频率区间
[ν, ν + dν]内，模式数 dN 为：

dN =
L

c
dν (2)

（1.2）在频率区间 [ν, ν + dν]内，系统的总热能为模式数乘以每个模式的平均能量 ⟨E⟩：

dEtotal = ⟨E⟩ dN =
hν

exp(hν/kBT )− 1

L

c
dν (3)

这部分能量在长度为 L的传输线中以速度 c传播，因此总功率流为 Ptotal = Etotal/(L/c)。因
此，从一个电阻发出的单向传播功率谱密度为：

dP
dν

=
dEtotal

dν
c

L
(4)

代入 (3)得：

dP
dν

=
hν

exp(hν/kBT )− 1
(5)

根据电路理论，一个 Thévenin等效噪声源（电压 Vn，内阻 R）向匹配负载 R输送的功率为
P = V 2

n /(4R)。其功率谱密度为：
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dP
dν

=
1

4R

dV 2
n

dν
(6)

联立 (5)和 (6)，得到开路噪声电压谱密度：

dV 2
n

dν
=

4Rhν

exp(hν/kBT )− 1
(7)

（1.3）在经典极限下，hν ≪ kBT。对指数函数进行一阶泰勒展开：

exp(hν/kBT )− 1 ≈
(
1 +

hν

kBT

)
− 1 =

hν

kBT
(8)

将此近似代入 (7)：

dV 2
n

dν
≈ 4Rhν

(
kBT

hν

)
= 4kBTR (9)

在频率带宽 ∆ν 内，总的噪声电压均方值为：

V 2
n =

∫
∆ν

dV 2
n

dν
dν = 4kBTR∆ν (10)

此即 Johnson-Nyquist公式。
（2）（2.1）考虑由重复的“T”型单元构成的无穷长 LC阶梯网络。取第 n个单元中心的电容
（值为 C0）上方的节点为分析点，设该点的电压幅值为 Vn，如答图 4.1所示。
相邻两个电容之间的等效串联电感，由前一个单元右侧的 L0/2和当前单元左侧的 L0/2串
联组成，总电感为 L0。设从第 n− 1个电容流向第 n个电容的电流为 In，从第 n个电容流
向第 n+ 1个电容的电流为 In+1。

 

答图 4.1: LC阶梯网络中第 n个单元的电压和电流关系示意图

根据基尔霍夫电压定律（KVL），电感上的电压与电流关系为：

In =
Vn−1 − Vn

iωL0

, In+1 =
Vn − Vn+1

iωL0

(11)

对于第 n个电容所在的节点，根据基尔霍夫电流定律（KCL），流入该节点的净电流等于流
过该电容的电流：

In − In+1 = iωC0Vn (12)
将电流表达式代入 KCL方程中，得到关于相邻节点电压的差分方程：

Vn−1 − Vn

iωL0

− Vn − Vn+1

iωL0

= iωC0Vn (13)

两边同乘 iωL0并化简得：

Vn−1 + Vn+1 − 2Vn = −ω2L0C0Vn (14)

根据题目提示，在周期性结构中，电压分布满足关系式 Vn±1 = Vne±ikl0。将其代入上式，得：

Vn(e−ikl0 + eikl0 − 2) = −ω2L0C0Vn (15)
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利用欧拉公式 e−ikl0 + eikl0 = 2 cos(kl0)，约去非零的 Vn后得到：

cos(kl0) = 1− ω2L0C0

2
(16)

利用三角恒等式 cos(x) = 1− 2 sin2(x/2)，可得色散关系：

ω(k) =
2√
L0C0

∣∣∣∣sin(kl02
)∣∣∣∣ (17)

（2.2）由 (17)可知，当 | sin(kl0/2)| = 1时，角频率达到最大值，即截止角频率 ωc。

ωc =
2√
L0C0

(18)

在 hν ≪ kBT 的经典近似下，电压均方值由 (10)式给出，代入截止频率 νc = ωc/(2π)：

V 2
total = 4kBTR

ωc

2π
=

4kBTR

π
√
L0C0

(19)

（3）（3.1）传输线两端阻抗失配导致行波发生反射。反射波与入射波叠加，只有在特定频率
下才能形成稳定的驻波，即共振模式。因此系统的电磁模式是分立的。
在长波极限 (kl0 ≪ 1)下，色散关系 (17)近似为线性关系：

ω ≈ 2√
L0C0

(
kl0
2

)
=

l0√
L0C0

k = vpk (20)

其中波速 vp = l0/
√
L0C0。边界条件为：x = L开路，电流为零 I(L) = 0；x = 0近似为电

压波节，V (0) = 0。

V (0) = 0, I(L) = 0 (21)

驻波电压通解为 V (x) = A sin(kx) +B cos(kx)。由 V (0) = 0得 B = 0，故 V (x) ∝ sin(kx)。
对于无损耗线，电流与电压空间导数成正比，即 I(x) ∝ dV /dx ∝ cos(kx)。

I(L) ∝ cos(kL) = 0 (22)

此条件要求 kL为 π/2的奇数倍：

kmL = (m− 1/2)π, m = 1, 2, 3, . . . (23)

将 km代入长波极限色散关系，得到共振角频率：

ωm = vpkm =
l0√
L0C0

(m− 1/2)π

L
(24)

（3.2）最低的非零共振模式对应m = 1：

ω1 =
πl0

2L
√
L0C0

(25)

模式的平均光子数 ⟨n1⟩ = (exp(hν1/kBT )− 1)−1。令 ⟨n1⟩ = 1时的温度为 T ∗：

exp
(
hν1
kBT ∗

)
− 1 = 1 =⇒ exp

(
hν1
kBT ∗

)
= 2 (26)

解得 T ∗：

T ∗ =
hν1
kB ln 2

=
hω1

2πkB ln 2
(27)

将 (25)代入得：

T ∗ =
h

2πkB ln 2
πl0

2L
√
L0C0

=
hl0

4kBL ln 2
√
L0C0

(28)
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评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 14分：
第（1.1）问 4分：（1）（2）式各 2分；
第（1.2）问 6分：（3）（5）（6）（7）式各 1分，（4）式 2分；
第（1.3）问 4分：（9）（10）式各 1分，（8）式 2分；
第（2）问 13分：
第（2.1）问 9分：（11）（12）（14）式各 1分，（13）（15）（17）式各 2分；
第（2.2）问 4分：（18）（19）式各 2分；
第（3）问 13分：
第（3.1）问 8分：（20）（23）（24）式各 1分，（21）（22）式各 2分，说明不连续原因 1分；
第（3.2）问 5分：（25）（27）（28）式各 1分，（26）式 2分。

五、（40分）弹性莫比乌斯环
莫比乌斯环是一种具有独特拓扑结构的二维曲面，只有一个边界和一个面，它可以通过

将一条长带扭转半圈后连接两端形成，如图 5.1所示。
本题中使用各向同性的弹性薄带材料制成一个莫比乌斯环，可以被建模为一个具有固

定宽度 2l，且中心线形成总长度为 L = 2πR、半径为R的圆（如图 5.1中弹性带中心的实线
圆圈所示，且有 L≫ l）的莫比乌斯环结构。弹性带的质量面密度为 σ，厚度忽略不计，自
由状态的原长为 L0 (L0 < L)，不考虑重力。带的中心线本身被固定不可伸长。
该种弹性材料具有二维杨氏模量 G，定义为当宽度为 w，长度为 L的矩形材料在长度

方向被拉伸 ∆L时，所产生的弹性恢复力 F 可表示为

F = G
∆L

L
w (1)

设 x为沿带中心线的弧长坐标 (0 ≤ x < L)，在 x处取薄带的一个截面（如图 5.1中的虚线
段），为了简化分析，假设所有的截面在扭动中保持直线段形状，记该截面（线）与水平面
的夹角为 ϕ(x, t)。

 

图 5.1: 莫比乌斯弹性带模型示意图

（1）因为该弹性带被制成了莫比乌斯环拓扑结构，当从 x = 0处沿中心线行进一周回到原位
时，带平面的法向反向。据此在静平衡状态下用 ϕ(0)表示 ϕ(x)。
（2）给带面一个微扰，弹性带的扭转可以发生微小的波动，导出描述截面扭转角 ϕ(x, t)传播
的波动方程，假设弹性带的扭转相对静平衡状态的变化是小角度的。求此扭转波的波速 v，
并用给定的物理量 σ,G,L, L0表示。
提示：对于场变量 ϕ(x, t)和拉格朗日量密度 L = T − V，连续系统的拉格朗日方程为

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tϕ)

)
+

∂

∂x

(
∂L

∂(∂xϕ)

)
− ∂L
∂ϕ

= 0 (2)
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其中 T 和 V 分别为系统的动能密度和势能密度，∂tϕ = ∂ϕ
∂t
, ∂xϕ = ∂ϕ

∂x
。你需要先计算

系统的动能和势能表达式，然后代入上述方程得到波动方程。
（3）莫比乌斯环的拓扑结构要求，任何沿环传播的物理场（如此处的偏转角 ϕ(x, t)）在环
绕一周后反向，这可以表述为反对称周期性边界条件：ϕ(L, t) = ϕ(0, t) + π及其空间导数
∂ϕ
∂x

∣∣
x=L

= ∂ϕ
∂x

∣∣
x=0
。据此求出系统的所有驻波模式。

（4）现将一个转动惯量为 I0 的微小刚性细棒固定在弹性带中心线 x = L/2处，随该处截面
一同扭转。假定 I0是一个小量，满足 I0 ≪ σl3L。附加的细棒会破坏系统的对称性，并可能
解除模式的简并。
（4.1）直接写出添加细棒后频率不受影响的模式。
（4.2）求出添加细棒后新产生的模式的频率 ω′的表达式，计算结果保留到 I0/(σl

3L)的一阶。
提示：可以将转动惯量 I0 的影响作为 δ 函数加入到系统的动能中，然后再利用拉格朗日方
程求解新的波动方程；或者分别对细棒两侧的系统进行分析，两个子系统仍然满足标准波动
方程，但在 x = L/2处需要找到额外的边界条件来连接两个子系统。

解：
（1）由于莫比乌斯环的拓扑结构，当从 x = 0处沿中心线行进一周回到原位时，带平面的法
向反向。这意味着 ϕ(L) = ϕ(0) + π。分析易知静平衡情况下 ϕ(x)随 x的变化是线性的，故

ϕ(x) = ϕ(0) +
π

L
x (1)

（2）由题目 (1)式可知，弹性带的弹性恢复力与相对拉伸量成正比，因此可以计算宽度为 b、
长度为 a的矩形材料在长度方向被拉伸 ∆a时的弹性势能为

U =

∫ ∆a

0

G
s

a
b ds =

Gb

2a
(∆a)2 (2)

在环面上取一个矩形微元，长度方向平行于中心线，长度为 δL，宽度方向平行于带宽，宽
度为 δw，且与中心线的距离为 w (w ∈ [−l, l])，则该微矩形元从长度 δL被拉伸到

δL′ =
√

(δL)2 + (wδϕ)2 ≈ δL+
w2

2δL
(δϕ)2 = δL+

w2

2

(
∂ϕ

∂x

)2

δL (3)

其中 δϕ是在矩形微元长度两端截面扭转角的变化。该矩形微元的原长为

δL0 =
L0

L
δL (4)

因此该微矩形元的弹性势能为

δU =
Gδw

2δL0

(δL′ − δL0)
2

≈ Gδw

2δL0

[(
1− L0

L

)
δL+

w2

2

(
∂ϕ

∂x

)2

δL

]2

≈ 1

2
Gδw

(
L

L0

− 1

)2
L0

L
δL+

1

2
Gδw

(
L

L0

− 1

)
w2

(
∂ϕ

∂x

)2

δL+O((∂xϕ)
4)

(5)

积分得到整个环的弹性势能为

V =

∫ l

−l

∫ L

0

[
1

2
G

(
L

L0

− 1

)2
L0

L
+

1

2
G

(
L

L0

− 1

)
w2

(
∂ϕ

∂x

)2
]
dwdx

= GlL0

(
L

L0

− 1

)2

+
1

3
Gl3

(
L

L0

− 1

)∫ L

0

(
∂ϕ

∂x

)2

dx

(6)

环的动能为

T =
1

2

∫ l

−l

∫ L

0

σ

(
∂ϕ

∂t

)2

w2 dwdx =
1

3
σl3
∫ L

0

(
∂ϕ

∂t

)2

dx (7)
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因此系统的拉格朗日量密度为

L = T − V =
1

3
σl3
(
∂ϕ

∂t

)2

− 1

3
Gl3

(
L

L0

− 1

)(
∂ϕ

∂x

)2

+ Const (8)

将上述拉格朗日量密度代入题目 (2)式中，得到描述截面扭转角 ϕ(x, t)传播的波动方程为

∂2ϕ

∂t2
− G

σ

(
L

L0

− 1

)
∂2ϕ

∂x2
= 0 (9)

这是一个标准的波动方程，波速 v为

v =

√
G

σ

(
L

L0

− 1

)
(10)

（3）不妨设驻波解为 ϕ(x, t) = X(x) cos(ωt) + Y (x)，由静平衡态解可知

Y (x) = ϕ0 +
π

L
x (11)

将驻波解代入波动方程 (9)式中，得到 X(x)满足的方程为

∂2X

∂x2
+ k2X = 0 (12)

其中 k2 = ω2

v2。解为三角函数，由边界条件知 kn = 2nπ
L
, n = 1, 2, 3, · · ·，故驻波模式为

ϕn(x, t) = ϕ0 +
π

L
x+An cos

(
2nπ

L
x+ φn

)
cos
(
2nπv

L
t

)
(13)

（4）（4.1）由于添加的细棒位于 x = L/2处，因此对于满足 X(L/2) = 0的模式，细棒不会
对其产生任何影响，这些模式的表达式为

ϕn(x, t) = ϕ0 +
π

L
x+An sin

(
2nπ

L
x

)
cos
(
2nπv

L
t

)
, n = 1, 2, 3, · · · (14)

（4.2）新的拉格朗日量密度为

L′ =

[
1

3
σl3 +

1

2
I0δ

(
x− L

2

)](
∂ϕ

∂t

)2

− 1

3
Gl3

(
L

L0

− 1

)(
∂ϕ

∂x

)2

+ Const (15)

将 L′代入题目 (2)式中，得到新的波动方程为[
σl3 +

3

2
I0δ

(
x− L

2

)]
∂2ϕ

∂t2
−Gl3

(
L

L0

− 1

)
∂2ϕ

∂x2
= 0 (16)

注意到在 x ∈
[
0, L

2

)
∪
(
L
2
, L
]
区间内，ϕ仍然满足波动方程 (9)式。在 x = L

2
处，ϕ满足以

下边界条件：

−I0ω′2ϕ

(
x =

L

2

)
= I0

∂2ϕ

∂t2

∣∣∣∣
x=L

2

=
2

3
Gl3

(
L

L0

− 1

)(
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=L

2
+

− ∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=L

2
−

)
(17)

注意如果对 δ函数不熟悉，对 x = L
2
处进行力矩和转动定理分析也可得到上述边界条件，此

处不再赘述。
将驻波解 ϕ(x, t) = X(x) cos(ω′t) + Y (x)代入上述边界条件中，不妨设解为

X(x) =

{
A1 sin k′x+B1 sin k′

(
L
2
− x
)
, x ∈

[
0, L

2

)
A2 sin k′(L− x) +B2 sin k′

(
x− L

2

)
, x ∈

(
L
2
, L
] (18)

由边界条件 X(0) = X(L)和 X(L
2

−
) = X(L

2

+
)可知 A1 = A2, B1 = B2，以下简记为 A,B。

由 x = 0, L和 x = L
2
处的一阶导边界条件分别得到
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{
A = B cos k′L

2

−I0ω2A sin k′L
2

= 4
3
Gl3k′

(
1− L0

L

) (
B −A cos k′L

2

) (19)

代入色散关系 k′ = ω
v
，得到新产生的模式的波矢 ω′的满足的关系为

tan
ω′L

2v
= − 3I0

4σl3v
ω′ (20)

利用小量近似 I0 ≪ σl3L，解的频率 ω′的表达式为

ω′
n =

2nπv

L

(
1− 3I0

2σl3L

)
, n = 1, 2, 3, · · · (21)

其中 v为 (10)式中求得的波速。可以发现新的模式的频率相较于原模式有一个负的修正，且
修正量与 I0成正比，同样是小量。

评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 2分：（1）式 2分；
第（2）问 16分：（2）（3）（4）（5）（6）（7）（9）（10）式各 2分；
第（3）问 6分：（11）（12）（13）式各 2分；
第（4）问 16分：
第（4.1）问 2分：（14）式 2分；
第（4.2）问 14分：（15）（16）（17）（18）（19）（20）（21）式各 2分。

六、（60分）电子空腔
考虑一束沿 ẑ 方向传播、角频率为 ω 的激光入射一团等离子体，背景正离子可认为固

定不动，其数密度为常量 ni、单个正离子带电 Ze。考虑等离子体对激光本身的影响。电
子静质量 m0，元电荷量 e；定义 γ = 1√

1−u2

c2

，u⃗ 为电子速度。对于低密度等离子体，一

倍频、二倍频共振不可发生，从而零频（静电）效应更为显著，这被称作激光尾波场效

应。在本题中，采用磁矢势来描述激光波。矢势为：A⃗ = aLe−
η2

k2L2 U(x, y, z)e−iωtα̂，其中
η = kz − ωt，k = ω

c
；α̂ 是与激光主要传播方向 ẑ 方向垂直的常矢量；L 充分大，以至

于本题中所有导数、积分都不需要对 e−
η2

k2L2 进行作用。已知：(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
A⃗+

ω2

c2
(εr1 − 1)A⃗ = 0⃗ (1)

其中 εr1 = 1− n0e
2

γε0m0ω2 在（2.5）问以前可认为是已知常量；
Part I电子的运动
（1）写出电场 E⃗、磁场 B⃗ 中，速度为 u⃗的单电子能量对时间的全导数 dε

dt，并由此证明单电

子动力学方程为：∂p⃗
∂t

= −eE⃗ −∇ε，其中 ε为单电子能量，p⃗为电子动量；
Part II电子空腔的形成
（2.1）分别指出 α̂ = x̂、x̂+ iŷ、x̂− iŷ对应什么种类的偏振光，注意区分左右旋；

以下认为 α̂ = x̂+ iŷ。真实的 A⃗为上述复数域下的 A⃗取实部。先在复数域求解：
（2.2）写出直角坐标下，标量 U 满足的关于 x、y、z的二阶偏微分方程；
（2.3）进一步令 U = f(z)e−g(z)(x2+y2)+ikz。由于缓变，可以忽略 f(z)、g(z)对 z的二阶偏导
数项并只保留对 z 一阶偏导数项的最低非零阶项。请导出 f(z)、g(z)满足的两个一阶微分
方程，可以包含 k，εr1；
（2.4）设 z = 0处 g(0) = 1

w2
0
，求出 g(z)并写出 f(z)满足的一阶微分方程；

（2.5）设 z = 0处 f(0) = 1，求出 f(z)的解。进一步在 n0e
2

ε0m0ω2 与 1相比可忽略的近似下写

出 f(z)的近似解，并写出 A⃗取实部后的完整近似解；
（2.6）设 n0为电子数密度（为时空的函数）。认为动力学方程中，电场几乎全部由电子激发
产生的零频电场贡献。写出等离子体满足的泊松方程；已知稳态情况下，各物理量不显含时
间，给出 Zni − n0与 ∇2γ 的关系；
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（2.7）求解 γ：考虑原本的物理图像——激光中电子的运动。注意到各物理量近似与 x、y无
关，且 Az = 0。定义 u⃗⊥ = uxx̂+ uyŷ，由动力学方程证明：γm0u⃗⊥ − eA⃗守恒，且 γ(uz−c)
守恒；考虑未加激光时静止的电子，从而导出 γ 与 A⃗的关系；

（提示：本小问和之前的讨论无关。即本小问中取一倍频横向电场 E⃗ = −∂A⃗
∂t
；而前面计

算中，泊松方程中用到的电场是在脉冲附近稳态电子激发的零频纵模静电场，两者并不相同
且不矛盾。）
（2.8）忽略关于 z的二阶导数项，即认为∇2 ≈ 1

ρ
∂
∂ρ
(ρ ∂

∂ρ
)，ρ为柱坐标系的径向长度。电子的

有质动力会排空轴附近的电子，从而在轴附近形成一个电子空腔，记 (z, t)处其半径为 Re。
利用 (z, t)处径向电荷守恒，求出 Re 与 (z, t)的关系（提示：ρ ≤ Re 内仅存在正离子，而
ρ > Re的空间内，Zni−n0符合前述小问的结果），用 aL、w0及题给参量表示；给出电子空
腔存在的条件，并说明只有强激光或低密度等离子体中才会出现该效应。
Part III电子空腔对光线的次级影响
考虑电子空腔结构对光束的次级影响。为了简化，本问中认为电子数密度在空间形成稳

态分布 ne(ρ) = ni(1 − e−
ρ2

R2
e )，且仅存在于 0 ≤ z ≤ d的范围内。忽略电子在外电场驱动下

运动时所受正离子的回复力与阻尼力；且已知 nie
2

ε0m0ω2 ≪ 1（低密度等离子体）

（3.1）写出电子在平面光波（电场 E⃗ = E⃗0e−iωt）驱动下的复数域稳态相对原平衡位置位移
的解，进而求解折射率分布 n(ρ)；
（3.2）考虑从 z = 0处入射、沿 z轴正方向传播的激光，本问中近似为平面光波。考虑傍轴
光线（ρ≪ Re）、薄透镜（d≪ Re）近似，求出该结构的等效焦距 f，结果保留至首阶即可。

解：
Part I电子的运动
（1）电场做功使 ε改变：

dε
dt

= −eE⃗ · u⃗ (1)

全导数与偏导数关系：

dε
dt

=
∂ε

∂t
+ u⃗ · ∇ε (2)

可见只需凑矢量和 u⃗的点乘。注意到微分关系：

dε ≡ u⃗ · dp⃗ (3)

代入：

u⃗ ·
(
∂p⃗

∂t
+ eE⃗ +∇ε

)
= 0 (4)

由 u⃗的任意性：

∂p⃗

∂t
+ eE⃗ +∇ε = 0⃗ (5)

Part II电子空腔的形成
（2.1）

α̂ = x̂：沿 x方向偏振的线偏振光 (6)

α̂ = x̂+ iŷ：左旋圆偏振光
α̂ = x̂− iŷ：右旋圆偏振光

(7)

（2.2）由题：

(∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
)(U(x, y, z)e−iωt) +

ω2

c2
(εr1 − 1)U(x, y, z)e−iωt = 0 (8)

化简得到：
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∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
+ εr1k

2U = 0 (9)

（2.3）将 U = f(z)e−g(z)(x2+y2)+ikz 代入，略去 f ′′(z)、g′′(z)得：(
4fg2 − 2ikf

dg
dz

)
(x2 + y2) +

[
2ik

df
dz

− 4fg + (εr1 − 1)k2f

]
= 0 (10)

上式恒成立，即：

dg
dz

= −2i
k
g2 (11)

(εr1 − 1)k2f + 2ik
df
dz

= 4fg (12)

（2.4）求解(11)式得：

g(z) =
1

w2
0 +

2iz
k

(13)

代入(12)式得：

(εr1 − 1)k2f + 2ik
df
dz

=
4f

w2
0 +

2iz
k

(14)

（2.5）求解(14)式得：

f(z) =
1

1 + 2iz
kw2

0

exp
(
− ikzn0e

2

2γε0m0ω2

)
(15)

近似解：

f(z) ≈ 1

1 + 2iz
kw2

0

(16)

代入化简得：

A⃗ =
aL√

1 + 4z2

k2w4
0

exp

[
−
(
z − ct

L

)2

− (x2 + y2)w2
0

w4
0 +

4z2

k2

]
(cosΦ x̂− sinΦ ŷ) (17)

Φ = kz − ωt+
2z(x2 + y2)

kw4
0(1 +

4z2

k2w4
0
)
− arctan

(
2z

kw2
0

)
(18)

（2.6）泊松方程：

∇ · E⃗0 =
(Zni − n0)e

ε0
(19)

稳态条件：

∂p⃗

∂t
= −eE⃗0 −∇ε = 0⃗ (20)

质能关系：

ε = γm0c
2 (21)

得到：

∇2γ = −(Zni − n0)e
2

ε0m0c2
(22)
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（2.7）注意到：

∂

∂z
= k

∂

∂η
,

∂

∂t
= −ω ∂

∂η
, ∇ ≈ ẑ

∂

∂z
(23)

从而代入单电子动力学方程得：

∂

∂η
(γm0u⃗− eA⃗− γm0cẑ) = 0⃗ (24)

考虑(24)式的横向分量有：

γm0u⃗⊥ − eA⃗ = Const (25)

再考虑其 z方向分量有：

γ(uz − c) = Const (26)

从而由初始条件：

γm0u⃗⊥ = eA⃗ (27)

γ(uz − c) = −c (28)

利用 γ = 1√
1−u2

c2

联立解得：

γ = 1 +
e2|A⃗|2

2m2
0c

2
(29)

（2.8）径向电荷守恒：∫ Re

0

Zniρ dρ+
∫ +∞

Re

(Zni − n0(ρ, z, t)ρ dρ) = 0 (30)

由前问结果：（注意对 A⃗应当先取实部再取矢量的模）

γ = 1 +
1

2

(
eaL
m0c

)2
1

1 + 4z2

k2w4
0

exp

(
−2(z − ct)2

L2
− 2w2

0ρ
2

w4
0 +

4z2

k2

)
(31)

将(22)式代入(30)式并利用 ∇2 ≈ 1
ρ

∂
∂ρ
(ρ ∂

∂ρ
)有：

1

2
ZniR

2
e ≈ ε0m0c

2Re

e2

(
−∂γ
∂ρ

)
|ρ=Re

(32)

代入(31)式得：

Re = w0

√
1

2

(
1 +

4z2

k2w4
0

)[
ln

4ε0a2L
Znim0w2

0

− 2 ln
(
1 +

4z2

k2w4
0

)
− 2(z − ct)2

L2

]
(33)

存在 Re要求：

ni <
4ε0a

2
L

Zm0w2
0

(34)

所以电子空腔仅存在于强激光激发下的低密度等离子体中。
Part III电子空腔对光线的次级影响
（3.1）设 E⃗ = E⃗0e−iωt，x⃗为电子相对平衡位置的位移，有：

m0
d2x⃗
dt2

= −eE⃗0e−iωt (35)

稳态解：
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x⃗ =
eE⃗0

m0ω2
e−iωt (36)

从而电极化强度矢量为：

P⃗ = ne(ρ)(−e)x⃗ = −ne(ρ)e
2E⃗

m0ω2
(37)

物态方程：

P⃗ = (εr − 1)ε0E⃗ (38)

从而折射率：

n(ρ) =
√
εr =

√
1− nie2

ε0m0ω2

(
1− e−

ρ2

R2
e

)
(39)

（3.2）考虑 ρ = 0处与 ρ处入射的两束光线，由等光程原理：

n(ρ = 0) · d+ f ≈ n(ρ) · d+
√
f2 + ρ2 (40)

展开至 ρ2的首阶：

d+ f ≈
(
1− nie

2ρ2

2ε0m0ω2R2
e

)
· d+ f +

ρ2

2f
(41)

即得：

f ≈ ε0m0ω
2

nie2
ꞏ
R2

e

d
(42)

可见 f ≫ Re ≫ d, ρ，该结果是合理的。

评分标准：本题满分 60分。
Part I 5分：
第（1）问 5分：（1）（2）（3）（4）（5）式各 1分；
Part II 44分：
第（2.1）问 4分：（6）式 1分，（7）式 3分；
第（2.2）问 2分：（8）（9）式各 1分；
第（2.3）问 4分：（11）（12）式各 1分，（10）式 2分；
第（2.4）问 2分：（13）（14）式各 1分；
第（2.5）问 7分：（16）式 1分，（15）（17）（18）式各 2分；
第（2.6）问 5分：（19）（20）（21）式各 1分，（22）式 2分；
第（2.7）问 9分：（23）（25）（26）（27）（28）式各 1分，（24）（29）式各 2分；
第（2.8）问 11分：（31）式 1分，（30）（32）（34）式各 2分，（33）式 3分，说明电子空腔
仅存在于强激光激发下的低密度等离子体中 1分；
Part III 11分：
第（3.1）问 6分：（35）（36）（37）（38）式各 1分，（39）式 2分；
第（3.2）问 5分：（41）式 1分，（40）（42）式各 2分。

七、（50分）π介子
在原子核物理中，π 介子被认为是传递核力的中间玻色子，由手征对称性自发破缺产

生。在本题中，我们尝试在经典非相对论极限下，构建一个用于描述 π 介子相关物理机制
的模型。已知：质子质量 mp = 938.272MeV/c2，中子质量 mn = 939.565MeV/c2，ℏc =
197.327MeV · fm。
（1）粒子物理中，π介子是标量粒子，其质量约为mπ ≈ 138MeV/c2。
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（1.1）请根据相对论能动量关系 H2 = |p⃗|2c2 +m2
πc

4，做替换：

H → iℏ
∂

∂t
, p⃗→ −iℏ∇ (1)

导出 π介子波函数 ϕ(r⃗, t)满足的二阶偏微分方程，即 Klein-Gordan方程。在 ϕ只依赖球坐
标距离 r的情况，求出 ϕ(r)，可包含一个待定常数。
（1.2）核力实际上可以等效成一个 π 介子场的作用（你可以类比静电势），你在上一小问求
出的波函数实际上就是 π介子场。我们建立一个经典场论模型：（i）假设核子携带某种“荷”
g；（ii）一个具有“荷”g的粒子在 π介子场 ϕ下的势能为−gϕ；（iii）一个位于 r⃗′具有“荷”
g的点粒子产生的 π介子场满足如下方程：(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2 + µ2

)
ϕ = gδ3(r⃗ − r⃗′) (2)

其中，µ =
mπc

ℏ
，δ3(r⃗ − r⃗′)为三维狄拉克函数，满足：

δ3(r⃗) = 0, 对r⃗ ̸= 0⃗ (3)∫
V

δ3(r⃗) d3r = 1, 若区域V包含原点 (4)

试写出位于原点的荷 g产生的静 π介子场，即确定上一小问中的待定常数。
（2）考虑一个氘原子核，将其视为一个质子和一个中子构成的两体束缚态。为方便起见，本
问中请取两核子相互作用势能为 V = −Ae−µr

r
，最终答案用 A,µ表达。

（2.1）认为质子和中子都做圆周运动，用玻尔模型求出能级、质子中子间距的表达式。你可
以令 x = µr，并给出 x满足的代数方程，最后的结果可以保留 x。

（2.2）若已知氘的基态结合能 E = −2.2MeV，求出
A

ℏc
的值，保留 3位有效数字。

（2.3）考虑定态薛定谔方程：

Ĥψ =

(
− ℏ2

2M
∇2 + V (r)

)
ψ = Eψ (5)

其中，M 为两体约化质量M =
mnmp

mn +mp

。我们只关心基态的行为，所以有 ψ = ψ(r)。再

令 u(r) = rψ(r)，请写出 u(r)满足的方程。
（2.4）接上一小问。由于该方程的精确解不易求出，我们使用变分法近似求解。量子力学中，
基态是所有态中能量期望值最小的态，所以我们可以先任取一个可归一化的波函数 ψ(r)，然
后计算其能量期望值

Ē =

∫
ψ∗Ĥψ dV∫
|ψ|2 dV

(6)

最后调整 ψ(r)使得能量尽可能小，这就是变分法的基本思想。现在请取 u(r) = Cre−σr，利

用基态能量 E = −2.2MeV，求出
A

ℏc
以及此时的 σ。

（3）π介子场也存在辐射，可以通过类比电磁辐射来导出经典意义下的 π介子散射截面。
（3.1）将“荷”的概念推广至“荷密度”ρ(r⃗, t)，可以写出 π介子场方程：(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2 + µ2

)
ϕ(r⃗, t) = ρ(r⃗, t) (7)

场的能量密度和能流密度如下：

u =
1

2

(
1

c2
ϕ̇2 + (∇ϕ)2 + µ2ϕ2

)
, S⃗ = −ϕ̇∇ϕ (8)

证明荷密度为 0的空间中满足能量守恒式：
∂u

∂t
+∇ · S⃗ = 0。
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（3.2）考虑“偶极辐射”，即具有如下形式的荷分布：

ρ(r⃗, t) = −Re{p⃗ω · ∇δ3(r⃗)e−iωt}, ω > µc (9)

设含时 π介子场 ϕ(r⃗, t) = Re{ϕω(r⃗)e−iωt}，求出 ϕω 满足的微分方程。
（3.3）已知对于 Helmholtz方程 (∇2 + k2)y(r⃗) = f(r⃗)，其辐射解为：

y(r⃗) = −
∫
f(r⃗′)

eik|r⃗−r⃗′|

4π|r⃗ − r⃗′|
d3r′ (10)

其中，积分是对全空间进行的。试求出“偶极辐射”的解 ϕω(r⃗)。
（3.4）类比经典电动力学的散射模型，考虑一个质子与一个 π介子的弹性散射过程，入射 π

介子场为 ϕω = ϕ0ei⃗k·r⃗，其中 k⃗ 满足 |⃗k| =
√
ω2

c2
− µ2。质子在入射场的作用下做简谐振动，

可视为一个偶极源，并进一步激发偶极辐射。求出辐射功率的角分布
dP
dΩ
。已知质子可以视

为“荷”为 g的点源。
（3.5）接上一小问，记入射 π介子的平均能流密度（即强度）为 I，微分散射截面的定义为
dσ
dΩ

=
1

I

dP
dΩ
。求出该散射过程的微分散射截面以及总散射截面（对角度积分）。

解：
（1）（1.1）不难得出 Klein-Gordan方程：

−ℏ2 ∂
2ϕ

∂t2
= −ℏ2c2∇2ϕ+m2

πc
4ϕ (1)

若 ϕ = ϕ(r)，则该方程变为：

−1

r

d2

dr2
(rϕ) +

(mπc

ℏ

)2
ϕ = 0 (2)

波函数在无穷远取值应为零，所以方程解为：

ϕ =
C

r
exp

(
−mπc

ℏ
r
)

(3)

（1.2）在以 r⃗′为中心，半径为 ε的球内对题述场方程积分，并取 ε→ 0：∫
Vε

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2 + µ2

)
ϕ d3r = g

∫
Vε

δ3(r⃗ − r⃗′) d3r = g (4)

利用 Gauss定理：∫
Vε

∇2ϕ d3r =
∫
Vε

∇ · (∇ϕ) d3r =
∮
Sε

∇ϕ · dS⃗ = lim
ε→0

4πε2
∂ϕ

∂r

∣∣∣∣
r=ε

完成积分后，可以求得：

ϕ(r⃗) =
g

4π

e−µr

r
(5)

（2）（2.1）圆周运动：
L2

Mr3
= −Fr =

∂V

∂r
= A

1 + µr

r2
e−µr (6)

其中，L为总角动量，M =
mnmp

mn +mp

为约化质量。由角动量量子化：

L = nℏ, n = 1, 2, 3, · · · (7)

把(7)式代入(6)式，并令 x = µr，得：

xn(1 + xn)e−xn =
µℏ2

MA
n2, n = 1, 2, 3, · · · (8)
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能量：

E =
L2

2Mr2
−A

e−µr

r
(9)

最终得出两体间距和能量的表达式：

rn =
1

µ
xn, En = −ℏ2µ2

2M

n2(1− xn)

x2n(1 + xn)
, n = 1, 2, 3, · · · (10)

（2.2）将 E1 = −2.2 MeV代入(10)式可解得：

x1 = 0.8535 (11)

代入(8)式得：
A

ℏc
=

µℏ
Mc

ex1

x1(1 + x1)
= 0.436 (12)

（2.3）由薛定谔方程得：

ℏ2

2M

1

r2
d
dr

(
r2

dψ
dr

)
+

(
E +A

e−µr

r

)
ψ = 0 (13)

做变量替换 ψ(r) =
u(r)

r
容易得出：

ℏ2

2M

d2u
dr2

+

(
E +A

e−µr

r

)
u = 0 (14)

（2.4）根据题述，并做替换 ψ(r) =
u(r)

r
，可写出能量期望值满足的方程：

Ē

∫ ∞

0

u(r)2 dr = − ℏ2

2M

∫ ∞

0

u(r)u′′(r) dr −A

∫ ∞

0

e−µr

r
u(r)2 dr (15)

利用分部积分∫ ∞

0

u(r)u′′(r) dr = [u(r)u′(r)]∞0 −
∫ ∞

0

u′(r)2 dr = −
∫ ∞

0

u′(r)2 dr (16)

化简得：

Ē

∫ ∞

0

u(r)2 dr =
ℏ2

2M

∫ ∞

0

u′(r)2 dr −A

∫ ∞

0

e−µr

r
u(r)2 dr (17)

将 u(r) = Cre−σr 代入得：

Ē

∫ ∞

0

r2e−2σr dr =
ℏ2

2M

∫ ∞

0

(1− σr)2e−2σr dr −A

∫ ∞

0

re−(2σ+µ)r dr (18)

完成积分，可得：

Ē =
ℏ2σ2

2M
−A

σ3

(σ + µ/2)2
(19)

对 σ求导并令其导数值为零，可得极值点满足的方程：

µℏ2

MA
=
y2 + 3y/2

(y + 1/2)3
, (y = σ/µ) (20)

联立(19)式与(20)式解得：

σ = 0.8517µ = 0.595 fm−1,
A

ℏc
= 0.362 (21)
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（3）（3.1）

∂u

∂t
+∇ · S⃗ =

∂

∂t

(
1

2

(
1

c2
ϕ̇2 + (∇ϕ)2 + µ2ϕ2

))
+∇ ·

(
−ϕ̇∇ϕ

)
=

1

c2
ϕ̇ϕ̈+∇ϕ · ∇ϕ̇+ µ2ϕϕ̇−∇ϕ̇ · ∇ϕ− ϕ̇∇2ϕ

= ϕ̇

(
1

c2
ϕ̈−∇2ϕ+ µ2ϕ

) (22)

根据场方程知等式右侧为零，故得证。
（3.2）将单频场代入场方程即得：(

∇2 − µ2 +
ω2

c2

)
ϕω = p⃗ω · ∇δ3(r⃗) (23)

（3.3）记 k =

√
ω2

c2
− µ2，则(23)的解为：

ϕω = − 1

4π

∫
d3r′p⃗ω · ∇′δ3(r⃗′)

eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|
(24)

运用分部积分：

ϕω = − 1

4π

∫
d3r′

[
∇′ ·

(
p⃗ωδ

3(r⃗′)
eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|

)
− δ3(r⃗′)p⃗ω · ∇′ eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|

]
(25)

积分的第一项可转化为无穷远边界值，故为零。所以有：

ϕω =
p⃗ω
4π

· ∇′ eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|

∣∣∣∣∣
r⃗′=0⃗

= − p⃗ω · r̂
4πr

(
ik − 1

r

)
eikr (26)

（3.4）对质子有运动方程：

mp
d2r⃗
dt2

= g∇ϕ = Re
{
igϕ0k⃗ei(k⃗·r⃗−ωt)

}
(27)

稳定解为：

r⃗ = Re

{
gϕ0k⃗

impω2
ei⃗k·r⃗

}
(28)

对应的偶极矩为：

p⃗ = gr⃗ = Re

{
g2ϕ0k⃗

impω2
ei⃗k·r⃗

}
(29)

频域偶极矩为：

p⃗ω =
g2ϕ0

impω2
k⃗ (30)

由上一小问的结果得散射场：

ϕout
ω = − g2ϕ0k⃗ · r̂

i4πmpω2r

(
ik − 1

r

)
eikr (31)

辐射只与无穷远处的场的行为有关，辐射能流密度只需要保留到
1

r2
阶，所以 π介子场只需

保留到
1

r
阶即可：

ϕrad = −Re

{
g2ϕ0kk⃗ · r̂
4πmpω2r

ei(kr−ωt)

}
(32)
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ϕ̇rad = Re

{
ig2ϕ0kk⃗ · r̂
4πmpωr

ei(kr−ωt)

}
(33)

∇ϕrad = −Re

{
ig2ϕ0k

2k⃗ · r̂r̂
4πmpω2r

ei(kr−ωt)

}
(34)

辐射能流密度：

S⃗ =

(
g2k⃗ · r̂
4πmpr

)2

k3

2ω3
|ϕ0|2r̂ (35)

有辐射功率分布：
dP
dΩ

= lim
r→+∞

r2S⃗ · r̂ = g4k5|ϕ0|2 cos2 θ
32π2m2

pω
3

(36)

其中，θ是散射方向与入射波矢 k⃗的夹角。
（3.5）入射场的能流密度：

S⃗in = Re
{
iωϕ0ei⃗k·r⃗

}
Re
{
i⃗kϕ0ei⃗k·r⃗

}
(37)

对时间取平均得：

I =
1

2
|ϕ0|2ωk (38)

得出微分散射截面：
dσ
dΩ

=
g4k4

16π2m2
pω

4
cos2 θ (39)

总截面：

σT =

∫
dσ
dΩ

dΩ =

∫ π

0

g4k4 cos2 θ
16π2m2

pω
4
2π sin θ dθ =

g4k4

12πm2
pω

4
(40)

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 7分：
第（1.1）问 4分：（1）（2）式各 1分，（3）式 2分；
第（1.2）问 3分：（4）式 1分，（5）式 2分；
第（2）问 20分：
第（2.1）问 7分：（6）（7）（9）式各 1分，（8）（10）式各 2分；
第（2.2）问 3分：（11）式 1分，（12）式 2分；
第（2.3）问 2分：（13）（14）式各 1分；
第（2.4）问 8分：（15）（17）（18）（20）式各 1分，（19）（21）式各 2分；
第（3）问 23分：
第（3.1）问 2分：（22）式 2分；
第（3.2）问 2分：（23）式 2分；
第（3.3）问 4分：（24）（25）式各 1分，（26）式 2分；
第（3.4）问 11分：（27）（28）（29）（30）（31）（32）（33）（34）（35）式各 1分，（36）式 2分；
第（3.5）问 4分：（37）（38）（39）（40）式各 1分。

26 / 27 © 2026 CPHOS



第 30届 CPHOS物理竞赛联考 理论试题

版权信息

命题人
张文骞 宋安东 陈奥博 付亦轩 王家成 李圣和
审题人
小夜 李圣和 陈奥博 王家成 付亦轩 宋安东

联系方式

邮箱

service@cphos.cn
微信小程序

CPHOS物理竞赛联考

微信公众号 官方网站 CPHOS论坛
CPHOS www.cphos.cn

27 / 27 © 2026 CPHOS

service@cphos.cn
www.cphos.cn

