
第 31届 CPHOS物理竞赛联考暨复赛模拟
理论试题

本文件于 2026年 9月 4日 12:00发布，最后更新于 2026年 9月 4日 14:20。
CPHOS物理竞赛联考是开放性公益性的考试，有意向参与的教师和学生可以关注“CPHOS”微信公众

号进行报名，报名后方可参与联考。请使用“CPHOS物理竞赛联考”微信小程序完成答题卡上传、阅卷、
成绩查询等操作。联系方式见试题末尾。

一、（45分）环形长槽中的界面波
一闭合环形长槽的周长为 L。槽的横截面为矩形，其尺度远小于 L。认为环形槽的曲率

很小，对本题中结论的影响可以忽略。沿槽建立坐标 x，竖直向上建立坐标 z,本系统的各个
函数只与 x,z,t有关。刚性顶壁、底壁分别位于 z = h1与 z = −h2。槽内有上下两层互不相
溶的理想流体：上层密度为 ρ1，占据 0 < z < h1；下层密度为 ρ2，占据 −h2 < z < 0，其
中 ρ2 > ρ1。重力加速度为 g，方向沿 z轴负向。未受扰动时，两层流体分别以恒定速度 U1、
U2沿 x方向运动，界面为 z = 0；受扰动后，界面的位置记为 z = η(x, t)。界面张力系数为
σ。沿圆周展开后的纵剖面如图1.1所示。
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图 1.1: 沿圆周展开后的环形长槽纵剖面示意图

流体均无黏、不可压缩，扰动流动无旋，故可对第 i层流体引入扰动速度势 ϕi，使扰动速
度为∇ϕi；其 x、z分量分别为 ∂ϕi/∂x、∂ϕi/∂z，i = 1, 2分别表示上、下层流体。|∂η/∂x| ≪ 1。
考察一列沿槽周向传播、波数为 k的简谐扰动：

η(x, t) = Re
{
aei(kx−ωt)

}
, ϕi(x, z, t) = Re

{
Φi(z)ei(kx−ωt)

}
其中 a为常数，ω可以为复数。若 Imω > 0，界面扰动的振幅将随时间指数增长，称该扰动
不稳定。
无黏流体的运动方程为

ρi

[
∂v⃗i
∂t

+ (v⃗i · ∇)v⃗i

]
= −∇pi − ρige⃗z,

记第 i层内任意点 (x, z)处的实际压强为 pi(x, z, t)，同一位置处未扰动时的压强为 p
(0)
i (z)，

定义∆pi = pi − p
(0)
i （如果未受扰动的时候 z处没有 i液体，那么 p

(0)
i (z)可以理解为整缸均

为液体 i时 z 处的压强）。对于所考察的单一简谐模态，压强改变量与界面扰动具有相同的
x、t依赖，记

∆pi(x, z, t) = Re
{
Qi(z)ei(kx−ωt)

}
.

本题中只保留各扰动量的一阶项。
双曲函数的定义为

sinhu =
eu − e−u

2
, coshu =

eu + e−u

2
,

tanhu =
sinhu
coshu

, cothu =
coshu
sinhu

.

（1）若 a、k、ω已知，求两层流体的扰动速度势 Φ1(z)、Φ2(z)（答案中不要用指数，用双曲
函数表示）。
（2）记 A = ρ1 coth(kh1)，B = ρ2 coth(kh2)，V = U1 − U2。求给定波数 k时 ω的两个可能
值，并求界面扰动不稳定的条件。

1 / 24 © 2026 CPHOS



第 31届 CPHOS物理竞赛联考暨复赛模拟 理论试题

（3）若 h1, h2 → ∞，并且认为波数可连续取任意正值。为使得界面扰动稳定，求相对速度
所需满足的条件。
（4）现考虑一油–水环形槽，取

ρ1 = 800 kg/m3, ρ2 = 1000 kg/m3,

σ = 3.00× 10−2 N/m, g = 9.80 m/s2,
h1 = h2 = h = 5.00 mm, L = 0.100 m.

由于周向周期性，允许的正波数为 kn = 2πn/L，n = 1, 2, . . .。当 |V | = 0.160 m/s时，判断
哪些 n对应的界面扰动不稳定，并求相应的增长率 γn = Imωn。数值结果取三位有效数字。

解：
（1）不可压缩条件给出 ∇2ϕi = 0。代入得

Φ′′
i − k2Φi = 0. (1)

刚性顶壁的边界条件为
Φ′

1(h1) = 0. (2)

刚性底壁的边界条件为
Φ′

2(−h2) = 0. (3)

界面上的流体质点始终满足 z = η(x, t)。设该质点的坐标为 x(t)、z(t)，对上式两边关于时
间求导，得

dz
dt

=
∂η

∂t
+
∂η

∂x

dx
dt
. (4)

由于 ∂η/∂x≪ 1，故 dx/dt取 Ui，得(
∂

∂t
+ Ui

∂

∂x

)
η =

∂ϕi

∂z

∣∣∣∣
z=0

. (5)

代入得到
Φ′

i(0) = −i(ω − kUi)a. (6)

综上可得

Φ1(z) =
ia(ω − kU1)

k sinh(kh1)
cosh[k(z − h1)] . (7)

Φ2(z) = − ia(ω − kU2)

k sinh(kh2)
cosh[k(z + h2)] . (8)

（2）流体运动方程线性化后的 x分量为

∂

∂x

[
∆pi + ρi

(
∂ϕi

∂t
+ Ui

∂ϕi

∂x

)]
= 0. (9)

故

∆pi + ρi

(
∂ϕi

∂t
+ Ui

∂ϕi

∂x

)
= Fi(z, t). (10)

题设扰动的波数 k ̸= 0，等式左端的相应模态含因子 ei(kx−ωt)，而 Fi(z, t)不含该因子。因此，
对所考察的模态有 Fi(z, t) = 0，从而

∆pi = −ρi
(
∂ϕi

∂t
+ Ui

∂ϕi

∂x

)
. (11)

代入题给条件，得
Qi(z) = iρi(ω − kUi)Φi(z). (12)

记 Pi = Qi(0)。利用式（7）、（8）、（12），得到

P1 = −ρ1a
k

coth(kh1)(ω − kU1)
2. (13)
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第 31届 CPHOS物理竞赛联考暨复赛模拟 理论试题

同理
P2 =

ρ2a

k
coth(kh2)(ω − kU2)

2. (14)

P2 − P1 =
a

k

[
ρ1 coth(kh1)(ω − kU1)

2 + ρ2 coth(kh2)(ω − kU2)
2
]
. (15)

取横向长度为 dx、单位槽宽的界面微元，其左、右端横坐标分别为 x和 x+ dx。设界面切
线与 x轴正向的夹角为 β(x)。界面左侧部分对微元的张力沿切线指向左方，其竖直分量为
−σ sinβ(x)；界面右侧部分对微元的张力沿切线指向右方，其竖直分量为 σ sinβ(x+dx)，如
图1.1所示。

σ

σ

−σ sinβ(x)

σ sinβ(x+ dx)

β(x) β(x+ dx)

dx
x x+ dx

答图 1.1: 界面微元两端的界面张力及其竖直分量

所以两端界面张力的竖直合力为

Fσ,z = σ [sinβ(x+ dx)− sinβ(x)] . (16)

将方括号内的量对 dx作一阶展开。由于 ∂η/∂x≪ 1，故有 sinβ ≃ ∂η/∂x，故

Fσ,z = σ
∂2η

∂x2
dx. (17)

未扰动时界面两侧压强相等。扰动后界面两侧的压强差

p2(x, η, t)− p1(x, η, t) = ∆p2(x, 0, t)−∆p1(x, 0, t)− (ρ2 − ρ1)gη. (18)

界面上下表面的力相同，故

[p2(x, η, t)− p1(x, η, t)] dx+ Fσ,z = 0. (19)

将式（17）、式（18）代入式（19），得到

P2 − P1 − (ρ2 − ρ1)ga = σk2a. (20)

将式（13）、（14）代入式（20），得到 ω与 k的函数关系

ρ1 coth(kh1)(ω − kU1)
2 + ρ2 coth(kh2)(ω − kU2)

2 = (ρ2 − ρ1)gk + σk3, (21)

采用题设记号 A、B、V，解得

ω =
k(AU1 +BU2)

A+B
±

√
(A+B)

[
(ρ2 − ρ1)gk + σk3

]
−ABk2V 2

A+B
. (22)

当根号中的量为负时，一个根的虚部为正，故失稳条件为

V 2 >
(A+B)

[
(ρ2 − ρ1)gk + σk3

]
ABk2

. (23)

（3）在深水极限中，A ≃ ρ1，B ≃ ρ2。由式（23），波数为 k的界面扰动不发生指数增长的
条件为 |V | ≤ Vc(k)，其中

V 2
c ≃ ρ1 + ρ2

ρ1ρ2

[
(ρ2 − ρ1)g

k
+ σk

]
. (24)
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第 31届 CPHOS物理竞赛联考暨复赛模拟 理论试题

由于 k > 0，由基本不等式可得

(ρ2 − ρ1)g

k
+ σk ≥ 2

√
(ρ2 − ρ1)gσ. (25)

等号在 (ρ2 − ρ1)g/k = σk时成立。因此，Vc(k)取最小值时的波数为

k0 =

√
(ρ2 − ρ1)g

σ
. (26)

因此，使任意波数的界面扰动均不发生指数增长的条件为

|V | ≤
[
2(ρ1 + ρ2)

ρ1ρ2

√
(ρ2 − ρ1)gσ

]1/2
. (27)

（4）由式（22）得

γ2n =
ρ1ρ2

(ρ1 + ρ2)2
V 2k2n −

[
(ρ2 − ρ1)gkn + σk3n

]
tanh(knh)

ρ1 + ρ2
. (28)

由式（23）逐个计算各离散模态的临界速度。前三个模态分别给出

Vc,1 = 0.150 m/s. (29)

Vc,2 = 0.156 m/s. (30)

Vc,3 = 0.163 m/s. (31)

题设相对速度满足 |V | = 0.160 m/s < Vc,3，故 n = 3 对应的模态稳定。对于 n ≥ 4，有
kn ≥ k4，故

V 2
c,n =

ρ1 + ρ2
ρ1ρ2

tanh(knh)
[
(ρ2 − ρ1)g

kn
+ σkn

]
≥ ρ1 + ρ2

ρ1ρ2
tanh(k4h)

[
2
√
(ρ2 − ρ1)gσ

]
. (32)

代入数据得
Vc,n ≥ 0.171 m/s > |V |. (33)

因此不稳定的界面扰动对应
n = 1, 2. (34)

由式（28），得到
γ1 = 1.70 s−1. (35)

γ2 = 2.28 s−1. (36)

评分标准：本题满分 45分。
第（1）问 10分：（1）（2）（3）（6）式各 1分，（5）（7）（8）式各 2分；
第（2）问 18分：（12）（13）（14）式各 1分，（17）（18）（20）（21）（22）（23）式各 2
分，（11）式 3分；
第（3）问 5分：（24）（25）（26）式各 1分，（27）式 2分；
第（4）问 12分：（35）（36）式各 1分，（28）（34）式各 2分，正确证明不稳定模态仅为
n = 1, 2，给 6分。

二、（50分）
考虑一个无限高的柱形绝热容器，其底面积为 A，放在水平桌面上。容器内有一个质量

为 M 的隔板，可以上下自由移动。隔板下方有 N 个单原子气体分子，每个分子的质量为
m。假设隔板不漏气，不考虑隔板的热容，并且容器的外界环境为真空。初态，系统达到温
度为 T0的平衡态。已知重力加速度 g，玻尔兹曼常数 k。
（1）求初态缸内气体总机械能 E0。重力势能以地面为零点。
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第 31届 CPHOS物理竞赛联考暨复赛模拟 理论试题

（2）隔板收到微扰后，在容器中上下作微振动，求其振动频率。忽略气体宏观运动的动能，
并认为气体处于准静态，隔板与容器壁无摩擦。
（3）假设隔板与容器壁之间有微小的摩擦，并且摩擦损耗的能量全部转化为热并被缸内气体
分子吸收，准静态近似仍然成立。t = 0时刻，隔板质量突然变为 αM，求再次达到平衡时
容器内气体温度 T1以及隔板高度 H1。
（4）容器底部开了一个面积为 S 的小孔（S ≪ A），气体会缓慢地溢出。试求从初态到缸内
气体全部溢出所需的时间 t0。假设每一时刻系统都近似处于平衡，气体溢出后不再对气缸
产生影响。对于最终结果，请先写出一般情况下的积分式，再代入M = 1.5Nm，系数保留
4位有效数字。

解：
（1）以竖直向上为 z轴正方向，地面为零点。根据玻尔兹曼分布有粒子数密度分布：

n(z) = n0e−
mgz
kT0 (1)

设隔板高度为 H0，由总粒子数关系得：

N =

∫ H0

0

n(z)Adz = n0A

∫ H0

0

e−
mgz
kT0 dz =

n0AkT0

mg

(
1− e−mgH0/kT0

)
(2)

n(z) =
Nmg

AkT0

e−mgz/kT0

1− e−mgH0/kT0
(3)

压强分布：

p(z) = n(z)kT0 =
Nmg

A

e−mgz/kT0

1− e−mgH0/kT0
(4)

隔板受力平衡：

Mg = p(H0)A = Nmg
1

emgH0/kT0 − 1
(5)

解得：

H0 =
kT0

mg
ln
(
Nm

M
+ 1

)
(6)

总机械能：

E0 =
3

2
NkT0 +

∫ H0

0

mgz · n(z)A dz =
(
5

2
− M

Nm
ln
(
Nm

M
+ 1

))
NkT0 (7)

（2）记 x =
mgH

kT
，设H = H0+ δH，T = T0+ δT，x = x0+ δx，对气体有热力学第一定律：

dE = −p(H)AdH (8)

E =

(
5

2
− x

ex − 1

)
NkT (9)

p(H) =
Nmg

A

1

ex − 1
(10)

将(9)和(10)全部代入(8)得：(
5

2
− x

ex − 1

)
Nk dT −

(
1

ex − 1
− xex

(ex − 1)2

)
NkT dx+

Nmg dH
ex − 1

= 0 (11)

利用
dx
x

=
dH
H

− dT
T

(12)

代入整理得：
5

2

dT
T

+
xex

(ex − 1)2
dx = 0 (13)
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在微振动近似下：
δx

δT
=

dx
dT

= −5(ex0 − 1)2

2T0x0ex0
(14)

由(12)??得：

δx =
5(ex0 − 1)2

5(ex0 − 1)2 − 2x20ex0

x0
H0

δH (15)

对隔板有：

M
d2δH
dt2

= p(H)A−Mg =
Nmg

ex − 1
−Mg = − Nmgex0

(ex0 − 1)2
δx (16)

整理得：

M
d2δH
dt2

= −Nm
2g2

kT0

5(1 + Nm
M

)

5(Nm
M

)2 − 2(1 + Nm
M

) ln2
(
1 + Nm

M

)δH (17)

小振动频率：

f =
1

2π

√
Nm2g2

MkT0

5(1 + Nm
M

)

5(Nm
M

)2 − 2(1 + Nm
M

) ln2
(
1 + Nm

M

) (18)

（3）末态用下标“1”来标注，有总能量守恒：

αMgH1 + E1 = αMgH0 + E0 (19)

由第一问可类比得：

E1 =

(
5

2
− αM

Nm
ln
(
Nm

αM
+ 1

))
NkT1, H1 =

kT1

mg
ln
(
Nm

αM
+ 1

)
(20)

最终得出：

T1 = T0

(
1 +

2(α− 1)M

5Nm
ln
(
Nm

M
+ 1

))
(21)

H1 =
kT0

mg

(
1 +

2(α− 1)M

5Nm
ln
(
Nm

M
+ 1

))
ln
(
Nm

αM
+ 1

)
(22)

（4）设时刻 t，缸内剩余 Nl(t)个分子。根据麦克斯韦速度分布，有：

dNl

dt
= −

∫ +∞

0

n(0)vzS

√
m

2πkT
e−

mv2
z

2kT dvz = −n(0)S
√

kT

2πm
(23)

其中：

n(0) =
Nlmgex

AkT (ex − 1)
(24)

系统总能量变化：

dE
dt

= −
∫
vz>0

1

2
m(v2x + v2y + v2z)n(0)vzS

( m

2πkT

) 3
2

e−
m(v2

x+v2
y+v2

z)

2kT dvxdvydvz

= −n(0)SkT
√

2kT

πm

(25)

系统每一时刻的状态都近似为平衡态，故能量可由第一问的结果改写而来：

E =MgH +

(
5

2
− x

ex − 1

)
NlkT (26)

平衡条件：

Mg = n(H)kTA =
Nlmg

ex − 1
(27)

再结合 x的定义化简得：

E =
5

2
NlkT (28)
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由(23)(25)得：
dE = 2kT dNl (29)

联立(28)(29)得：
dNl

Nl

+ 5
dT
T

= 0 (30)

积分得：

T = T0

(
N0

Nl

) 1
5

(31)

再代入(23)消去 T 得：

dNl

dt
= − MgS

A
√
2πmkT0

(
Nl

N

) 1
10
(
Nlm

M
+ 1

)
(32)

记 u =
Nl

N
，得：

t0 = −NA
√
2πmkT0

MgS

∫ 0

1

du
u

1
10 (1 + Nm

M
u)

= 0.8636
NA

√
2πmkT0

MgS
= 1.443

A

gS

√
kT0

m
(33)

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 12分：（3）（4）式各 1分，（1）（2）（5）（6）（7）式各 2分；
第（2）问 14分：（9）（10）（16）（17）式各 1分，（8）（11）（13）（15）（18）式各 2分；
第（3）问 8分：（19）（20）（21）（22）式各 2分；
第（4）问 16分：（30）（31）式各 1分，（23）（25）（28）（29）（32）式各 2分，（33）式 4分。

三、（45分）旋转的磁化导体球
在脉冲功率技术领域中，旋转磁化导体常被用作脉冲成型前的驱动源。该装置通过快

速释放动能，可产生功率为数吉瓦甚至更高的脉冲，是进行惯性约束聚变实验的关键组成部
分。
考虑一个半径为 R、磁化强度为 M⃗ =Mẑ的均匀磁化电中性导体球。该球体绕过球心

的轴旋转，角速度为 ω⃗ = ωẑ，运动满足非相对论条件 (ωR≪ c)。此时系统已达到稳定状态，
导体球内部无宏观电流。
运动导体的欧姆定律在实验室系下写为：

J⃗ = σ
(
E⃗ + v⃗ × B⃗

)
(1)

（1）以球心为原点、z轴为极轴建立球坐标系，求解该均匀磁化球在全空间产生的磁场 B⃗ (r, θ)；

（2）根据导体内部无自由电流 J⃗ = 0，求解该球体内的电场分布 E⃗ in以及体电荷密度 ρe；
（3）经过计算，可以认为球外的电势分布为：

φout = φout
0

(
R

r

)3 (
3 cos2 θ − 1

)
(2)

请确定 φout
0 的表达式，并计算面电荷密度 σe；

（4）现在将电阻与该旋转球体相连，连接点为北极点 (θ = 0)与赤道点
(
θ = π

2

)
，从而形成

闭合回路。已知外接负载电阻为 RL，球体内部等效电阻为 Ri。求解此时负载功率 PL，并
调整 RL给出负载功率最大值;
（5）取经典参数：R = 1 m，M = 106 A/m，ω = 104 rad/s，Ri = 10−3 Ω。计算在最大负载
功率下的 PL，并验证其与背景中描述相符。

解：
（1）
（解法一） 该体系无自由电流，故可采用磁标势 φH，满足：

H⃗ = −∇φH , ∇2φH = 0 (1)
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类比均匀极化电介质球的电势 φE，在球坐标系下，磁标势的通解为：
在球内区域 (r < R)：

φin
H = Ar cos θ (2)

在球外区域 (r > R)：

φout
H =

B

r2
cos θ (3)

有边界条件有：
H in

ϑ

∣∣
r=R

= Hout
ϑ

∣∣
r=R

, Hout
r

∣∣
r=R

= H in
r

∣∣
r=R

+Mr (4)

即，

−A cos θ +M cos θ =
2B cos θ
R3

, A sin θ =
B sin θ
R3

(5)

解得，

A =
1

3
M, B =

1

3
MR3 (6)

因此，

φin
H =

1

3
Mr cos θ, φout

H =
1

3

MR3

r2
cos θ (7)

结合 B⃗ = µ0

(
H⃗ + M⃗

)
可得全空间磁场分布，

B⃗in =
2

3
µ0Mẑ, B⃗out =

µ0MR3

3r3

(
2 cos θr̂ + sin θθ̂

)
(8)

（解法二） 可以发现束缚电流为：

J⃗m = ∇× M⃗ = 0, α⃗m = M⃗ × n̂ =M sin θφ̂ (1*)

该电流分布会使球内产生匀强磁场，球外产生磁偶极子场，即，

B⃗in = Aẑ, B⃗out =
B

r3

(
2 cos θr̂ + sin θθ̂

)
(2*)

再由边界条件：

Bin
r

∣∣
r=R

= Bout
r

∣∣
r=R

, Bout
θ

∣∣
r=R

= Bin
θ

∣∣
r=R

+ µ0αm (3*)

解得，

A =
2

3
µ0M, B =

µ0MR3

3
(4*)

即得全空间磁场分布，

B⃗in =
2

3
µ0Mẑ, B⃗out =

µ0MR3

3r3

(
2 cos θr̂ + sin θθ̂

)
(5*)

（2）当采用柱坐标时，有 ρ⃗ = r sin θρ̂。
由球体内部 J⃗ = 0得：

E⃗ in = −v⃗ × B⃗in = −ωr sin θφ̂× 2

3
µ0Mẑ = −2

3
µ0Mωρ⃗ (9)

再由高斯定律，即

∇ · E⃗ in =
ρe
ε0

(10)

可得体电荷密度分布为：

ρe = ε0∇ · E⃗ in = −4

3
µ0Mωε0 (11)

（3）边界处电势连续，即，
φin|r=R = φout|r=R (12)
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通过球内的电场分布，可以求得球内电势分布为：

φin = −
∫
E⃗ in · d⃗l = −

∫
−2

3
µ0Mωρ dρ =

1

3
µ0Mωρ2 + φin

0 =
1

3
µ0Mωr2 sin2 θ + φin

0 (13)

与题目中所给的球外电势分布相对比，可以发现：

sin2 θ = 1− cos2 θ =
2

3
− 1

3

(
3 cos2 θ − 1

)
(14)

对比系数可以得到，

φout
0 = −1

9
µ0MωR2 (15)

可得球外电势为：

φout = −1

9
µ0MωR5 3 cos2 θ − 1

r3
(16)

而电场为：

E⃗out = −∇φout = −1

3
µ0MωR5

(
3 cos2 θ − 1

r4

)
r̂ − 2

3
µ0MωR5 cos θ sin θ

r4
θ̂ (17)

故可得面电荷密度为：

σe = ε0
(
Eout

r − E in
r

)
=

(
−1

3
µ0Mωε0R

(
3 cos2 θ − 1

))
−
(
−2

3
µ0Mωε0R sin2 θ

)
=
µ0Mωε0R

3

(
3− 5 cos2 θ

) (18)

（4）北极点与赤道点的电势差为：

∆φ = φout|θ=π
2 ,r=R − φout|θ=0,r=R =

1

9
µ0MωR2 −

(
−2

9
µ0MωR2

)
=

1

3
µ0MωR2 (19)

由此可得负载功率为：

PL =
∆φ2

(RL +Ri)
2RL =

µ2
0M

2ω2R4RL

9 (RL +Ri)
2 (20)

容易得到，当 RL = Ri时，负载功率最大，此时负载功率为：

Pmax
L =

µ2
0M

2ω2R4

36Ri

(21)

（5）带入题目中的数值可以得到，

Pmax
L =

µ2
0M

2ω2R4

36Ri

= 4.4× 109 W (22)

故符合描述。

评分标准：本题满分 45分。
第（1）问 15分：（1）（4）（5）式各 1分，（2）（3）（6）（7）式各 2分，（8）式 4分；
解法二：（1*）（3*）（5*）式各 2分，（2*）式 3分，（4*）式 6分；
第（2）问 5分：（10）式 1分，（9）（11）式各 2分；
第（3）问 15分：（12）（16）式各 1分，（13）（14）式各 2分，（15）（17）（18）式各 3分；
第（4）问 5分：（20）式 1分，（19）（21）式各 2分；
第（5）问 5分：（22）式 5分。

四、（45分）托马斯进动与自旋轨道耦合
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托马斯进动。当两个洛伦兹变换复合之后，结果通常与沿速度方向进行的对应终洛伦兹
变换不同，而是会附加一个转动，该转动成为韦格纳转动，其本质为四维旋转操作的顺序不
可交换性导致的。韦格纳转动的一个特例是托马斯进动，它发生在参考系做加速运动的时
候。作为简化模型，本题仅考虑在 xOy平面内的运动的二维情况
（1.1）设二维坐标系 s，s′,s′′ 系在 t = t′ = t′′ = 0时坐标原点 O,O′,O′′ 重合。从 s系中观
测到，s系的 x,y 轴分别与 s′ 系的 x′,y′ 轴平行，从 s‘系中观测到，s’系的 x‘,y’轴分别与
s′′ 系的 x′′,y′′ 轴平行。s′ 系相对于 s系沿 x轴运动，速度为 βxc,s′′ 系相对于 s′ 系沿 y′ 轴
运动，速度为 βyc。试求出 s到 s′′系的时空变换关系，即 (x, y, t)与 (x′′, y′′, t′′)之间的关系
（可用矩阵表示）。并求出在 s系中观察，x′′轴和 y′′轴与 x轴之间的夹角，答案可用 βx，βy，

γx =
√

1
1−β2

x
,γy =

√
1

1−β2
y
表示。

（1.2）在 s系中看来，s′′系坐标原点 O′′的速度可表示为
−→
βc = (β′

xc, β
′
yc)，试求 β′

x与 β′
y，结

果可用 βx 与 βy 表示。在前两问中我们已经讨论了两个洛伦兹变换符合之后的情况，下面
我们将继续讨论直接沿速度方向进行一步洛伦兹变换后的结果。

（1.3）假设在某个参照系 s′′′ 相对于 s系以速度
−→
β′c做匀速直线运动，t = t′′′ = 0时，s′′′ 与

s系坐标原点 O′′′与 O重合，从 s系中观测到，s系的 x,y轴分别与 s′′′系的 x′′′,y′′′轴平行。
试求出 s到 s′′′系的时空变换关系，即 (x, y, t)与 (x′′′, y′′′, t′′′)之间的关系（可用矩阵表示），

答案可用 β′
x，β

′
y，β

′ =
√
β2
x + β2

y ,γ′ =
√

1
1−β′2 表示。

（1.4）计算结果发现，（1.1）中得到的 (x, y, t)与 (x′′, y′′, t′′)之间的关系与（1.3）中得到的
(x, y, t)与 (x′′′, y′′′, t′′′)之间的关系不相同，当 βx，βx远远小于 1时，s系到 s”系发生的变
换可以认为是 s系到 s′′′ 系的变换和 s′′′ 系的坐标轴绕其原点 O′′′ 的旋转变换组成的复合变
换。试求出坐标轴旋转的角度，答案用 βx，βy 表示。
基于前面部分地推导，我们可以引入考察一个小的圆周运动过程，进而得出韦格纳转动

的特例，托马斯进动的近似角速度。
（2）假设有一个粒子，相对于某个惯性系 s做匀速圆周运动，速度大小为 v（远小于光速 c）
,向心加速度大小为 a。设在某个时刻 t,粒子的瞬时参考系（此时恰好与粒子相对静止的参
考系）为 s′,其坐标轴 O′x′沿此刻粒子相对于 s系的速度方向，经过 τ 时间后（经过时间很
小可认为几乎无变化），粒子的瞬时参考系变为 s′′。从 s′ 系中观测到，s′,s′′ 系坐标轴方向
一致。s′′系相对于 s′系沿 y′轴运动，速度为 a dt。s系到 s′′系发生的变换可以认为是 s系
到 s′′′系的变换和 s′′′系的坐标轴绕其原点 O′′′的旋转变换组成的复合变换。试求 dt时间内
坐标架转动的角度以及坐标架旋转角速度。
利用以上内容我们可以计算氢原子的自旋-轨道磁场耦合的相互作用能。已知电子电量

为 e，质量为me，真空介电常数为 ε0，电子轨道半径为 r，可认为电子运动速度远小于光速。
（3.1）具备磁矩的系统在磁场中会发生拉莫尔进动，即角动量矢量围绕磁场矢量匀速旋转，
考虑一个磁矩为 µ⃗，自旋角动量为 s⃗的粒子，固定在匀强磁场 B⃗ 之中，已知 µ⃗与 s⃗具有简
单的正比例关系（即 µ⃗ = −γs⃗，其中 γ = e

me
被称为磁旋比，试求出粒子进行拉莫尔进动的

角速度 ω⃗。
为解决粒子自旋-轨道磁场耦合的问题，我们需要引入一些关于原子物理角动量的部分

知识：在量子力学中，量子数是描述原子核外电子运动状态的一组数字，一共 4个，四个数
字完全确定一个电子的位置、能量、轨道形状、自旋方向。若某一个粒子的自旋角动量的自
旋量子数为 s，那么它自旋角动量大小为 Js = ℏ

√
s(s+ 1)，其角动量沿 z轴方向（即某一固

定方向）的投影方向量子数（即磁量子数）ms（取值为大小−s，−s+1，……s−1，s），与自
旋角动量类似，轨道角动量大小为 Ll = ℏ

√
l(l + 1)和总角动量大小 Lj = ℏ

√
j(j + 1)，z轴

方向的角动量为 Lz = mzℏ，轨道角动量与磁矩的关系与经典情形下一致。且对于自旋角动
量，轨道角动量与总角动量之间存在关系 J⃗ = L⃗+ s⃗，相应的 j = s+ l，对于电子，s = ± 1

2
。

（3.2）弄明白电子磁矩的表示之后，我们可以进一步研究原子核相对电子的运动对电子能量
的微小影响，即自旋角动量耦合，即在电子系中原子核运动产生的磁场与电子的自旋磁矩相
互作用的能量。记电子自旋角动量为 s⃗，轨道角动量为 L⃗。就 j = l + 1

2
和 j = l − 1

2
两种情

形求出能量修正及二者的能量差∆E，已知对于轨道角动量为 l，核电荷数为 Z 的粒子，其〈
r−3

〉
n,l

=
Z3

a30n
3l(l + 1)(l + 1

2
)

其中 a0为波尔半径，最终结果用 l，n，Z，a0及相关物理学常量表示。

解：
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（1）（1.1）对两个坐标系 s，s′以及 s′,s′′系使用洛伦兹变换，可得x′

y′

ct′

 =

 γx 0 −γxβx
0 1 0

−γxβx 0 γx

x
y
ct

 (1)

x′′

y′′

ct′′

 =

1 0 0
0 γy −γyβy
0 −γyβy γy

x′

y′

ct′

 (2)

即得到 s′′系与 s系的变换关系x′′

y′′

ct′′

 =

1 0 0
0 γy −γyβy
0 −γyβy γy

 γx 0 −γxβx
0 1 0

−γxβx 0 γx

x
y
ct

 (3)

化简后可得最终变换式x′′

y′′

ct′′

 =

 γx 0 −γxβx
γxγyβxβy γy −γxγyβy
−γxγyβx −γyβy γxγy

x
y
ct

 (4)

下面开始计算夹角，对于 y′′轴（即 x′′ = 0），有

γxx− γxβxct = 0 (5)

即得
x = βxct (6)

O′′y′′轴与 x轴夹角

θy =
π

2
(7)

同理对于 x′′轴（即 y′′ = 0），有

γxγyβxβyx+ γyy − γxγyβyct = 0 (8)

即得
y = γxβy(ct− βxx) (9)

O′′x′′轴与 y轴夹角
θx = arctan(γxβxβy) (10)

（1.2）对于 s′系，有
u′x = 0 (11)

u′y = βyc (12)

进行速度的洛伦兹变换得
ux = βxc (13)

uy = βyc
√
1− β2

x (14)

即得
β′
x = βx (15)

β′
y = βy

√
1− β2

x (16)

（1.3）与速度方向平行的位矢
r⃗∥ =

|r⃗ · v⃗|
|v⃗|

· v⃗
|v⃗|

(17)

同理与速度方向垂直的位矢

r⃗⊥ = r⃗ − r⃗ · v⃗
|v⃗|2

v⃗ (18)
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设
r⃗ = (x, y) (19)

v⃗ = (β′
xc, β

′
yc) (20)

代入化简得

r⃗∥ =

(
xβ′

x + yβ′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
β′
x,

xβ′
x + yβ′

y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
β′
y

)
(21)

r⃗⊥ =

(
x−

xβ′
x + yβ′

y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
β′
x, y −

xβ′
x + yβ′

y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
β′
y

)
(22)

在运动方向进行一次洛伦兹变换，可得 r⃗′

x′′′ = x+ (γ − 1)
(xβ′

x + yβ′
y)β

′
x

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
− γc β′

xt (23)

y′′′ = y + (γ − 1)
(xβ′

x + yβ′
y)β

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
− γc β′

yt (24)

t′′′ = γ

(
t−

β′
xx+ β′

yy

c

)
(25)

其中

γ =
1√

1−
[
(β′

x)
2 + (β′

y)
2
] (26)

可写为矩阵形式

x′′′y′′′

t′′′

 =



1 + (γ − 1)
(β′

x)
2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
(γ − 1)

β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
−γc β′

x

(γ − 1)
β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
1 + (γ − 1)

(β′
y)

2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2
−γc β′

y

−γ β
′
x

c
−γ

β′
y

c
γ


xy
t

 (27)

（1.4）为使（1.2）问与（1.3）问答案一致，需要对矩阵旋转一个小角度 θ,这个角度即为韦
格纳转动角对（1.3）问中所得变换再进行一次转动变换可得x′′y′′

t′′

 =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

x′′′y′′′

t′′′

 (28)

代入（1.3）中结果

x′′y′′
t′′

 =


M11 M12 −γc

(
cos θ β′

x + sin θ β′
y

)
M21 M22 −γc

(
− sin θ β′

x + cos θ β′
y

)
−γ β

′
x

c
−γ

β′
y

c
γ


xy
t

 (29)

其中

γ = 1√
1−[(β′

x)
2+(β′

y)
2]

M11 = cos θ
(
1 + (γ − 1)

(β′
x)

2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
+ sin θ

(
(γ − 1)

β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
M12 = cos θ

(
(γ − 1)

β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
+ sin θ

(
1 + (γ − 1)

(β′
y)

2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
M21 = − sin θ

(
1 + (γ − 1)

(β′
x)

2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
+ cos θ

(
(γ − 1)

β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
M22 = − sin θ

(
(γ − 1)

β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
+ cos θ

(
1 + (γ − 1)

(β′
y)

2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
(30)
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与（1.2）中的结果对比，可得到矩阵元的对应关系，注意到在（1.2）中的结果有一个矩阵
元为 0，因此可得到

cos θ
(
(γ − 1)

β′
xβ

′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
+ sin θ

(
1 + (γ − 1)

(β′
y)

2

(β′
x)

2 + (β′
y)

2

)
= 0 (31)

可解得

tan θ = −
(γ − 1)β′

xβ
′
y

(β′
x)

2 + (β′
y)

2 + (γ − 1)(β′
y)

2
(32)

进行近似后可得最低阶的韦格纳转动角度 θ

θ ≈ −1

2
β′
xβ

′
y (33)

（2）由题设可知
β′
x =

v

c
(34)

β′
y =

a dt
c

(35)

代入韦格纳转动角度结果，得到转动角

dθ ≈ −va dt
2c2

(36)

进而得到坐标架转动的角速度

Ω ≈ − va

2c2
(37)

这个结果就是一阶近似下的托马斯进动（3）（3.1）对于粒子，其自旋角动量大小保持恒定，
仅是自身绕着固定轴转动

dS⃗
dt

= ω⃗ × S⃗ (38)

使用角动量定理，可得粒子在恒定磁场中的运动方程

dS⃗
dt

= µ⃗× B⃗ (39)

二者联立，并使用题给公式
dS⃗
dt

= −γ (S⃗ × B⃗) (40)

对比前面可得拉莫尔进动角速度
ω⃗ = γB⃗ (41)

（3.2）为解决原子核运动所产生磁场对电子本身的效应，我们第一步需要把整个体系放入电
子静止系研究，在这个系中存在电子与原子核之间的库伦作用力（相当于没有考虑任何量子
力学效应，属于零阶项）以及原子核运动时由于相对论效应所产生的磁场，由前一问可知，
磁场会对有自旋的电子产生作用，这一磁场与自旋的作用产生了我们需要研究的自旋-轨道
磁场耦合能量在电子静止系中，原子核对电子产生的磁场为

B⃗ =
v⃗ × E⃗

c2
(42)

以及利用轨道角动量的公式和电场公式

L⃗ = r⃗ ×mv⃗ (43)

E⃗ = − Ze

4πε0r2
r̂ (44)

最后可得磁场的完整表达式

B⃗ = − Ze

4πε0mec2
L⃗

r3
(45)
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接下来我们需要考虑磁场与电子自旋的相互作用关系在电子静止系中，电子自旋以拉莫尔
进动角速度旋转，而同时因为相对论条件下的换系又存在托马斯进动效应，二者叠加效应相
反实际的拉莫尔进动角速度

ω′ = ω −Ω (46)

其中

ω =
Ze2

4πε0m2
ec

2

L

r3
(47)

Ω⃗ = − Ze2

8πε0m2
ec

2

L⃗

r3
(48)

得实际进动角速度

ω′ =
Ze2

8πε0m2
ec

2

L

r3
(49)

进而有等效磁场

B⃗′ =
Ze

8πε0mec2
L⃗

r3
(50)

磁场与自旋的相互作用能量为

ESO =
Ze2

8πε0m2
ec

2

L⃗ · S⃗
r3

(51)

其均值为

⟨ESO⟩ =
Ze2

8πε0m2
ec

2
⟨L⃗ · S⃗⟩ ⟨r−3⟩ (52)

下面需要处理 L⃗ · S⃗ 因为有 J⃗ = L⃗+ s⃗，利用矢量公式，得

L⃗ · S⃗ =
1

2

(
J2 − L2 − S2

)
(53)

⟨L⃗ · S⃗⟩ = ℏ2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)] (54)

分别代入 j = l + 1
2
和 j = l − 1

2
，得

⟨ESO⟩j=l+1/2 =
Z4e2ℏ2

32πε0m2
ec

2a30

1

n3(l + 1)(l + 1
2
)

(55)

⟨ESO⟩j=l−1/2 = − Z4e2ℏ2

32πε0m2
ec

2a30

1

n3l(l + 1
2
)

(56)

得到能量差

∆E =
Z4e2ℏ2

8πε0m2
ec

2a30
· 1

n3l(l + 1)
(57)

评分标准：本题满分 45分。
第（1）问 31分：
第（1.1）问 16分：（5）（6）（7）（9）式各 1分，（1）（2）（3）（4）（8）（10）式各 2分；
第（1.2）问 2分：（15）（16）式各 1分；
第（1.3）问 7分：（21）（22）（23）（24）（25）式各 1分，（27）式 2分；
第（1.4）问 6分：（28）（32）式各 1分，（29）（33）式各 2分；
第（2）问 4分：（36）（37）式各 2分；
第（3）问 10分：
第（3.1）问 4分：（38）（39）（40）（41）式各 1分；
第（3.2）问 6分：（45）（50）（54）（55）（56）（57）式各 1分。
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附录
本题以韦格纳转动和托马斯进动为主线，系统考查了复合洛伦兹变换的矩阵运算、小速
度近似下的旋转角推导、匀速圆周运动中坐标架转动角速度的计算，以及自旋-轨道耦
合能级分裂的半经典估算，涵盖了狭义相对论运动学与原子物理精细结构的关键物理
图像。本题的命题灵感来源于第 39届全国中学生物理竞赛（复赛）推迟赛第七题，该
题在解答自旋-轨道耦合能级分裂时直接使用了因子 1

2
，但未对托马斯进动作任何推导

或说明，本题正是为了填补这一空白，通过构造二维复合洛伦兹变换，揭示该 1
2
因子的

几何来源，使考生理解其物理本质而非仅当作公式记忆。

五、（40分）航天器表面磁偏转通信方案的物理机制
当航天器以高超音速返回地球大气层时，强烈的气动加热会使周围空气发生电离，在航

天器表面形成一层高密度的等离子体鞘套。这层等离子体会屏蔽地面测控信号，导致航天
器在特定高度范围内与地面失去联系，即著名的“通信黑障”现象。
为了解决这一问题，科学家提出了一种方案：在航天器表面外加一个强大的恒定磁场，

利用磁化等离子体的各向异性，打开一条允许特定频率电磁波穿透的“磁化窗口”。
本题旨在利用冷等离子体模型分析该方案的物理机制。
假设等离子体是均匀且电中性的，电子数密度为 n0，质量为m，电荷量为 −e。由于离

子质量巨大，可视为均匀的静止正电背景；忽略电子热运动及碰撞影响。真空光速为 c，真
空介电常数为 ε0，真空磁导率为 µ0。

在处理高频电磁波时，我们假设微扰电场为平面波形式为 E⃗ = E⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt)，其中 k⃗ 为
波矢，ω为电磁波角频率。结合麦克斯韦方程组，可直接得到等离子体中电磁波的波动方程：

−k⃗(k⃗ · E⃗) + k2E⃗ = iωµ0j⃗ +
ω2

c2
E⃗ (1)

其中，j⃗ = −en0v⃗为微扰电场引起的电子高频振荡电流密度，v⃗为电子的振荡速度。
（1）现在航天器表面施加一个均匀的恒定磁场 B⃗0 = B0ẑ。地面发射的电磁波垂直于磁场方
向入射，设波矢 k⃗ = kx̂。此时电场可能同时具有 Ex和 Ey 分量。

（1.1）在微扰电场 E⃗和恒定磁场 B⃗0的共同作用下，写出电子在 x−y平面内的运动方程（忽
略由电场变化产生的微扰磁场对电子运动的影响）。
（1.2）解出电子在 x和 y方向上的稳态振荡速度振幅 vx 和 vy。（可用 ωc =

eB0

m
来化简表达

式）。
（2）在此传播模式 k⃗ = kx̂下，若电磁波的电场极化方向在 x − y 平面内，我们称之为非寻
常波（X波）。
（2.1）利用第 (1)问的结果，将对应的电流密度分量 jx, jy代入电磁波的波动方程（式 (1)）的
各个分量中。
（2.2）证明 X波不再是纯粹的横波，而是具有静电场分量 Ex。求出 Ex与 Ey的比例关系式。

（2.3）推导出 X波的色散方程（即求出 c2k2

ω2 关于 ω, ωp, ωc的表达式）。
（3）令 k → 0时的频率为截止频率。
（3.1）求出 X波的两个截止频率：高频截止频率 ωR 和低频截止频率 ωL。
（3.2）若某返回舱周围等离子体产生的等离子体频率为 ωp = 2π× 1010 Hz，地面测控雷达的
信号频率为 ω = 2π× 0.8× 1010 Hz。显然，如果不加磁场，该信号会被完全屏蔽。若要利用
X波模式打开通信窗口，使得该频率的测控信号能够穿透鞘套，求航天器表面外加磁场 B0

至少需要达到多少特斯拉（T）。

解：
（1）（1.1）在外加恒定磁场 B⃗0 = B0ẑ 中，电子同时受到微扰电场和洛伦兹力的作用。忽略
微扰磁场的影响，运动方程为：

m
∂v⃗

∂t
= −e(E⃗ + v⃗ × B⃗0) (2)

由于 k⃗ = kx̂，将方程在 x− y平面内展开，并将 ∂
∂t
替换为 −iω：

−iωmvx = −eEx − evyB0 (3)

−iωmvy = −eEy + evxB0 (4)
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（1.2）引入电子回旋频率 ωc =
eB0

m
，将方程组两边同时除以m：

−iωvx + ωcvy = − e

m
Ex (5)

−ωcvx − iωvy = − e

m
Ey (6)

解此二元一次方程组，可得电子在两方向上的速度振幅：

vx =
−e

m(ω2 − ω2
c )
(iωEx + ωcEy) (7)

vy =
−e

m(ω2 − ω2
c )
(−ωcEx + iωEy) (8)

（2）（2.1）根据第 (1)问的结果，电流密度的分量为 jx,y = −en0vx,y。利用 ε0ω
2
p = n0e

2

m
可将

其化简为：

jx =
ε0ω

2
p

ω2 − ω2
c

(iωEx + ωcEy) (9)

jy =
ε0ω

2
p

ω2 − ω2
c

(−ωcEx + iωEy) (10)

对于 X波，k⃗ = kx̂，故 k⃗(k⃗ · E⃗) = k2Exx̂。将波动方程在 x和 y方向展开：

0 = iωµ0jx +
ω2

c2
Ex (11)

k2Ey = iωµ0jy +
ω2

c2
Ey (12)

（2.2）由 x方向的方程，代入 jx并在两边同乘 c2（利用 µ0c
2 = 1

ε0
）：

ω2Ex =
ω2ω2

p

ω2 − ω2
c

Ex − i
ωωcω

2
p

ω2 − ω2
c

Ey (13)

合并含有 Ex的项并化简得到比例关系式：

Ex

Ey

= −i
ωcω

2
p

ω(ω2 − ω2
p − ω2

c )
(14)

由于 ωc, ωp ̸= 0，当 Ey ̸= 0时，必然存在 Ex ̸= 0。
（2.3）由 y方向的方程可得：

(c2k2 − ω2)Ey = iω
ω2
p

ω2 − ω2
c

(−ωcEx + iωEy) (15)

两边同除以 ω2Ey，并将求出的
Ex

Ey
代入括号内：

c2k2

ω2
− 1 = −

ω2
p

ω2 − ω2
c

(
ω2
cω

2
p

ω2(ω2 − ω2
p − ω2

c )
+ 1

)
(16)

代回原式化简，分子分母的 (ω2 − ω2
c )抵消，得到最终的色散方程：

c2k2

ω2
= 1−

ω2
p(ω

2 − ω2
p)

ω2(ω2 − ω2
p − ω2

c )
(17)

（3）（3.1）令 k → 0，则 c2k2

ω2 = 0，代入色散方程整理得到：

ω4 − (2ω2
p + ω2

c )ω
2 + ω4

p = 0 (18)
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利用求根公式并化简，得到两个正根：

ωR =
1

2

(√
ω2
c + 4ω2

p + ωc

)
(19)

ωL =
1

2

(√
ω2
c + 4ω2

p − ωc

)
(20)

（3.2）若要通过外加磁场使得 X波传播，色散方程中必须满足 k2 > 0，即要求信号频率大于
低频截止频率：

ω > ωL =⇒ ω >
1

2

(√
ω2
c + 4ω2

p − ωc

)
(21)

两边平方并化简可得：

ωc >
ω2
p − ω2

ω
(22)

代入 ω = 0.8ωp：

ωc >
ω2
p − 0.64ω2

p

0.8ωp

= 0.45ωp (23)

再代入电子回旋频率的定义式 ωc =
eB0

m
：

B0 >
m

e
× 0.45ωp ≈ 0.1608T (24)

评分标准：本题满分 40分。
第（1）问 8分：
第（1.1）问 4分：（3）（4）式各 1分，（2）式 2分；
第（1.2）问 4分：（5）（6）（7）（8）式各 1分；
第（2）问 16分：
第（2.1）问 4分：（9）（10）（11）（12）式各 1分；
第（2.2）问 6分：（13）（14）式各 2分，这说明电场沿着波的传播方向（x方向）具有纵向
分量，因此 X波不是纯粹的横波 2分；
第（2.3）问 6分：（15）式 1分，（16）式 2分，（17）式 3分；
第（3）问 16分：
第（3.1）问 8分：（18）式 2分，（19）（20）式各 3分；
第（3.2）问 8分：（21）（22）（23）（24）式各 2分。

六、（45分）羽毛球的抖动
本题建立玩具模型研究羽毛球在空中飞行时的抖动现象。将羽毛球的羽毛部分视为一

个匀质圆锥壳，球头位于顶点处，圆锥底面半径为 R，半顶角为 α，以其顶点为原点，以高
的方向为 z轴正方向建立直角坐标系，设羽毛球以 x轴为转轴转过的角度为 θ（θ ≪ 1）。认
为空气阻力正比于羽毛球面积在球头飞行方向的投影，比例系数为 k，方向与球头飞行方向
相反。下文中提到的羽毛球均只考虑羽毛球的羽毛部分。
Part A完整的羽毛球：已知完整的羽毛球质量为m0。
（1.1）求解羽毛球的质心位置 zC0以及其关于原点绕 x轴的转动惯量 I0。
（1.2）现在考虑羽毛球向 z轴负方向飞行的过程，不考虑重力，认为球头的质量远大于羽毛
的质量，因此球头的加速度可以忽略不计。求羽毛球以 x轴为转轴小振动的角频率 ω0。
Part B破损的羽毛球：现在羽毛球的一根羽毛脱落了，对应于圆锥在 x− y平面上的投影中
与 y轴负方向夹角为 ±β

2
的部分脱落了。已知脱落后的羽毛球总质量为m。

（2.1）求解羽毛球的质心位置 (yC , zC)以及其关于 x轴的转动惯量 I。
（2.2）令 β ≪ 1，与（1.2）类似，仍考虑羽毛球向 z轴负方向飞行的过程，求羽毛球以 x轴
为转轴小振动的平衡位置 θ0和角频率 ω（保留至 β 的最低阶非零项）。

解：
Part A
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（1.1）将圆锥展开，计算展开形成的扇形的面积

S0 =
1

2
· 2πR · R

sinα
=

πR2

sinα
(1)

质量面密度

σ0 =
m0

S0

=
m0 sinα
πR2

(2)

取 z → z + dz，面元
dS0 = 2πz tanα

dz
cosα

= 2π
sinα
cos2 α

z dz (3)

质心位置

zC0 =
1

m0

∫ R
tanα

0

2πσ0
sinα
cos2 α

z dz =
2R

3 tanα
(4)

转动惯量

dI0 =
∫ (

1

2
z2 tan2 α+ z2

)
dm =

(
1 +

tan2 α
2

)∫ R
tanα

0

2m0

R2
tan2 α · z3 dz (5)

积分，得

I0 =
1

4
m0R

2

(
1 +

2

tan2 α

)
(6)

（1.2）空气阻力正比于羽毛球面积在球头飞行方向的投影

Seff0 = πR2 cos θ ≈ πR2 (7)

力的大小
F0 = kSeff0 ≈ kπR2 (8)

受力点可以等效为圆锥底面圆心处。分析力矩大小

M0 = F0
R

tanα
· θ = kπR3

tanα
θ (9)

振动方程
1

4
m0R

2

(
1 +

2

tan2 α

)
θ̈ +

kπR3

tanα
θ = 0 (10)

从而得到

ω0 =

√
4kπR

m0

(
tanα+ 2

tanα

) (11)

Part B
（2.1）在缺口角度为 β 时，扇形面积

S =
1

2
(2π− β)R · R

sinα
=

(
π− β

2

)
R2

sinα
(12)

质量面密度

σ =
m

S
=

m sinα(
π− β

2

)
R2

(13)

由于轴对称性，仍有

zC = zC0 =
2R

3 tanα
(14)

考虑 yC，由于圆锥质量分布相当于圆的质量以 z 正比于 r 的关系在 z 方向上分布，因此 y
方向的质心位置与缺口为 β 的扇形一致。
先考虑顶角为 β 的小扇形，由巴普斯定理，质心到半径的距离 h满足

2πh · 1
2
βR2 =

2π

3
(1− cosβ)R3 (15)
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解得

h =
2(1− cosβ)

3β
R (16)

质心到圆心的距离

l =
h

sin β
2

=
2(1− cosβ)
3β sin β

2

R (17)

那么在考虑缺口为 β 的扇形的质心位置

yC =
β

2π− β
l =

2(1− cosβ)
3(2π− β) sin β

2

R (18)

再考虑转动惯量。取 z → z + dz，记

z tanα = r (19)

有
dI
dm

=
2

2π− β

∫ π

β
2

r2 sin2 θ dθ =
1

2
r2

(
1 +

sinβ
2π− β

)
(20)

从而

dI =

(
1

2
tan2 α

(
1 +

sinβ
2π− β

)
+ 1

)
2m

R2
tan2 α · z3 dz (21)

积分得

I =
1

2
mR2

(
1

2

(
1 +

sinβ
2π− β

)
+

1

tan2 α

)
(22)

（2.2）β ≪ 1时，平衡时的 θ也是小量

yC ≈ βR

3π
(23)

θ0 =
yC
R

tanα

=
β tanα
3π

(24)

力矩大小

M = πR2k

(
θR

tanα
− βR

3π

)
=

πR3k

tanα
(θ − θ0) (25)

即力矩为相对 θ0的线性回复形式。
转动惯量

I ≈ 1

2
mR2

(
1

2
+

1

tan2 α
+

β

4π

)
=

1

4
mR2

(
1 +

2

tan2 α

)1 +
β

2π

(
1 +

2

tan2 α

)
 (26)

转动定理

Iθ̈ +
πR3k

tanα
(θ − θ0) = 0 (27)

得

ω ≈
√

4kπR

m0

(
tanα+ 2

tanα

)
1− β

4π

(
1 +

2

tan2 α

)
 = ω0

1− β

4π

(
1 +

2

tan2 α

)
 (28)

评分标准：本题满分 45分。
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Part A 14分：
第（1.1）问 8分：（1）（2）（3）（5）式各 1分，（4）（6）式各 2分；
第（1.2）问 6分：（7）（8）（9）（10）式各 1分，（11）式 2分；
Part B 31分：
第（2.1）问 19分：（12）（13）（15）式各 1分，（14）（16）（17）（18）（19）（20）（21）（22）
式各 2分；
第（2.2）问 12分：（23）（24）（25）（26）（27）（28）式各 2分。

七、（50分）非互易波导阵列中的边界敏感谱
在光子学中，通过恰当地调节无源空间中折射率的分布，可以使得光场在空间中的传播

方程类似于单体量子力学中的薛定谔方程。本文采用自然单位制 ℏ = 1：

i
∂

∂t
ψ(r⃗, t) = Ĥψ(r⃗, t) =

[
− 1

2m
∇2 + V (r⃗)

]
ψ(r⃗, t)

（1）假设折射率仅依赖于 x坐标，即 n = n(x)，光场沿 z方向传播，且电场偏振方向为 y方
向。对于单色光场，Maxwell方程给出：

∇× E⃗ = iωµ0H⃗, ∇× H⃗ = −iωε0n2(x)E⃗

假设电场具有下面的振荡解：

E⃗(x, z, t) = e⃗y ψ(x, z)e−iωt+iβz

这里振幅因子 ψ(x, z)在 z方向上是缓变的。求出 ψ(x, z)满足的方程，说明其如何对应
于一维的薛定谔方程。
（2）考虑在均匀折射率背景 n0上位于 x = 0的平板波导，折射率分布近似为：

n(x) = n0 + uδ(x), u > 0

其中 δ(x)为 Dirac δ函数，u较小。此时取 β = n0ω/c。通过假设 ψ(x, z) = ϕ(x)e−iµz，
证明 ϕ(x)有下面的形式：

ϕ(x) = Ae−α|x|

并求出 α, µ = µ0的表达式。这意味着光场在 x = 0处存在一个束缚态。
（3）本题进一步研究由 N 条折射率相同的平板波导组成的一维阵列，设各波导沿 z方向平
行延伸，在 y方向均匀，x方向上以间距 d等距排列。这可以模拟一个在一维晶格中运动的
粒子。当 αd≫ 1时，波导间的耦合可以近似为最近邻耦合。普通静态无磁波导之间的耦合
具有互易性。现设在相邻波导之间加入纵向周期调制或含损耗的辅助耦合通道，使光向 +x
和 −x方向跃迁的有效耦合强度分别为：

J+ = Jeχ, J− = Je−χ, (J > 0, χ > 0)

设 ϕn(x)为第 n条波导的束缚态模式，光场在 {ϕn}基底下的展开系数为 cn(z)，则系
数 cn(z)满足演化方程：

i
d

dz
cn(z) = J−cn+1(z) + J+cn−1(z).

对本征模式 cn(z) = cne−iEz，相应的本征值方程为

Ecn = J−cn+1 + J+cn−1.

其中 E 代表模拟粒子的有效能量；在光学系统中，它对应传播常数的偏移，量纲为逆长度。
（i）先采用固体中常用的周期性边界条件 cn = cn+N，此时系统具有离散的平移对称性，因
此可以猜测 cn(z) ∼ eiknd−iEz，其中 k为晶格动量。求出能量 EPBC(k)的表达式，即周期性
边界条件下的能谱。并写出 k的可能取值。
（ii）然而，更为物理的边界条件是开放边界条件，即 c0 = cN+1 = 0。一个有启发性的构造是
an = f(n)cn，求使得 an 满足一个互易的递推方程（即 J ′

+ = J ′
−）的 f(n)。进一步求出此

时的能谱 EOBC。在热力学极限 N → ∞下，在复平面上画出两种边界条件下 EOBC 与 EPBC
的能谱曲线。
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（iii）你应该会发现两种边界条件下的能谱曲线即使在热力学极限下也不相同，其源于系统的
非互易性。再考虑两种条件下的 cn分布，在第 n个波导上传输的光场功率可以用 Pn = |cn|2
来刻画。请通过计算，定性表述两种边界条件下的传输功率在各波导分布上的差异。

解：
（1）联立Maxwell方程，有：

∇× (∇× E⃗) = ∇(∇ · E⃗)−∇2E⃗ =
ω2n2(x)

c2
E⃗. (1)

由于电场仅有 y分量，且系统在 y方向上均匀，因此∇ · E⃗ = 0。代入 E⃗ = ψ(x, z)eiβz−iωte⃗y，
得到：

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂z2
+ 2iβ

∂ψ

∂z
+

[
ω2n2(x)

c2
− β2

]
ψ = 0. (2)

由于包络 ψ沿 z方向缓慢变化，满足近轴近似：∣∣∣∣∂2ψ

∂z2

∣∣∣∣ ≪ ∣∣∣∣2β ∂ψ∂z
∣∣∣∣ .

略去 ∂2
zψ，可得：

i
∂ψ

∂z
=

[
− 1

2β

∂2

∂x2
− ω2n2(x)/c2 − β2

2β

]
ψ. (3)

这与一维薛定谔方程具有相同形式，对应关系为：

teff = z, meff = β, Veff(x) = −k
2
0n

2(x)− β2

2β
, k0 =

ω

c
.

（2）对 n(x) = n0 + uδ(x)，采用弱折射率调制近似，

n2(x)− n2
0 ≃ 2n0uδ(x). (4)

取 β = n0ω/c = n0k0，由第（1）问的近轴传播方程可得：

i
∂ψ

∂z
=

[
− 1

2β

∂2

∂x2
− k0uδ(x)

]
ψ. (5)

令 ψ(x, z) = ϕ(x)e−iµz，得到定态方程：

µϕ(x) = − 1

2β
ϕ′′(x)− k0uδ(x)ϕ(x).

在 x ̸= 0处，
ϕ′′(x) + 2βµϕ(x) = 0.

束缚态要求 µ < 0。定义 α =
√
−2βµ > 0，并要求光场在无穷远处衰减，可得：

ϕ(x) = Ae−α|x|. (6)

将本征方程在 x = 0附近积分，得到导数跃变条件：

ϕ′(0+)− ϕ′(0−) = −2βk0uϕ(0). (7)

另一方面，对于 ϕ(x) = Ae−α|x|，有：

ϕ′(0+)− ϕ′(0−) = −2αA = −2βk0uA.

因此，

α = βk0u = n0k
2
0u =

n0uω
2

c2
, µ0 = −α

2

2β
= −β(k0u)

2

2
= −n0u

2ω3

2c3
. (8)

因为 α > 0，光场从 x = 0向两侧指数衰减，故该模式是局域在波导处的束缚态。
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（3）（i）取格波形式 cn(z) = Ceiknd−iEz，代入递推方程，得到：

EPBC(k) = J−eikd + J+e−ikd = Je−χ+ikd + Jeχ−ikd = 2J cos(kd+ iχ)
= 2J coshχ cos(kd)− 2iJ sinhχ sin(kd).

(9)

周期性边界条件要求 eikNd = 1，故允许的晶格动量为：

km =
2πm

Nd
, m = 0, 1, . . . , N − 1. (10)

（ii）令 an = f(n)cn，原递推方程变为：

Ean = J−
f(n)

f(n+ 1)
an+1 + J+

f(n)

f(n− 1)
an−1. (11)

取：

f(n) = e−χn, J−
f(n)

f(n+ 1)
= J+

f(n)

f(n− 1)
= J, (12)

则 an满足互易递推方程：

Ean = J(an+1 + an−1), a0 = aN+1 = 0.

取试探解 an = λn，可得特征方程：

Jλ2 − Eλ+ J = 0.

其两个根为：

λ± =
1

2

E
J

±

√(
E

J

)2

− 4

 , λ+λ− = 1.

因此可令 λ± = e±iq，其中 q暂时可以为复数，并写出通解

an = Aeiqn +Be−iqn, E = 2J cos q.

边界条件 a0 = 0给出 B = −A；再由 aN+1 = 0得

a(m)
n =

√
2

N + 1
sin(kmnd), km =

mπ

(N + 1)d
, m = 1, 2, . . . , N. (13)

因此开放边界条件下的能谱为：

EOBC(km) = 2J cos
(

mπ

N + 1

)
= 2J cos(kmd). (14)

在热力学极限下，离散波数变为连续。周期性边界条件可以取一个布里渊区 k ∈ [0, 2π/d)，
其能谱满足：

[ReE]2

(2J coshχ)2
+

[ImE]2

(2J sinhχ)2
= 1,

对于开放边界条件，有限 N 时有 km ∈ (0,π/d)；当 N → ∞时，这些波数在该区间内稠密，
能谱的闭包为

E ∈ R, −2J ≤ E ≤ 2J.

故在复能量平面上，能谱在周期性边界条件下形成以原点为中心的椭圆，在开放边界条件下
形成一段在实轴上的线段。如下图所示：
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答图 7.1: 热力学极限下两种边界条件的能谱示意图

（iii）周期性边界条件下，本征态为 Bloch波 cn ∝ eiknd，故 Pn = |cn|2不随 n改变。本征态
在整个环形阵列上延展，每个波导上的传输功率相同。
开放边界条件下，由 an = e−χncn，可得方程本征态（即右本征态）展开系数为：

c(m)
n ∝ eχn sin(kmnd)

其功率分布为：
P (m)
n ∝ e2χn sin2(kmnd). (15)

其包络随 n指数增大，因此右本征态的光功率集中在较大的 n一侧，即 +x方向的右边界。
这一现象称为非厄米趋肤效应。
若采用双正交表述，对应左本征矢的分量正比于 e−χn sin(kmnd)，因而在数学上局域于左边
界。左本征矢是对偶本征矢，并不直接代表上述正向传播光场的实际功率分布。

评分标准：本题满分 50分。
第（1）问 12分：（1）（2）式各 2分，（3）式 4分，正确指出传播距离与时间、有效质量与
有效势能之间的对应关系 4分；
第（2）问 12分：（4）（5）（6）式各 2分，（7）（8）式各 3分；
第（3）问 26分：
第（i）问 6分：（10）式 2分，（9）式 4分；
第（ii）问 12分：（11）（14）式各 2分，（12）（13）式各 3分，正确作图 2分；
第（iii）问 8分：（15）式 2分，正确说明周期性边界条件下各波导功率相同 2分，正确指
出开放边界条件下的边界积聚/趋肤效应 4分。
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