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一、（40分）加速器中的谐振腔
在粒子加速器中，科研人员常利用谐振腔产生高频电磁场，使带电粒子从中获得巨大能

量。为研究其基本性质，现考虑一个半径为 R、长度为 L的圆柱形谐振腔，腔内为真空，腔
侧壁及两端为理想导体。为计算方便，以轴线中点为原点、圆柱轴线为 z轴建立柱坐标系。
以下，仅考虑轴对称 TM模式：

E⃗ = Ez (r, z, t) e⃗z + Er (r, z, t) e⃗r, B⃗ = Bθ (r, z, t) e⃗θ (1)

真空Maxwell方程组为：

∇ · E⃗ = 0

∇ · B⃗ = 0

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

∇× B⃗ = µ0ε0
∂E⃗

∂t

(2)

数学提示: ∫
V

(
A⃗ · ∇2B⃗ − B⃗ · ∇2A⃗

)
dV =

∮
S

(
A⃗ · ∂n⃗B⃗ − B⃗ · ∂n⃗A⃗

)
dS (3)

（1）上述 z方向电场可以写为：

Ez (r, z, t) = f (r) cos kz cosωt (4)

记 κ2 = ω2ε0µ0 − k2，试求解 f (r)所满足的微分方程；
（2）由于 r = 0处电场有限，故可将 f (r)在 r = 0附近展开为幂级数进行计算。试求解 f (r)
的幂级数展开式，要求保留至 r6项，保留常数项系数 A0。并通过边界条件，在 R≪ L下，
求解 k非零的最低谐振角频率 ω0；
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（3）现在有一电荷量为 q 的带电粒子 t0 时刻从 z = −L
2
沿 z 轴方向进入谐振腔，粒子速度

为 v0，其速度过大，使得可近似认为粒子做匀速直线运动。不考虑相对论效应，试求在模式
ω0下，粒子穿过整个腔体可获得最大能量，并计算同步速度 v0 =

ω0L
2π
下的最大能量，此处

仅为形式计算，不讨论物理上是否可以实现；
（4）实际上，谐振腔工作时会发热，导致腔体产生微小膨胀，进而影响谐振频率。假设腔
体半径膨胀为 R′ = R (1 + αR∆T )、长度膨胀为 L′ = L (1 + αL∆T )，其中 |αR∆T | ≪
1, |αL∆T | ≪ 1。记膨胀后 k非零的最低谐振角频率为ω′

0，给出频率相对变化量 (ω′
0 − ω0) /ω0，

结果保留至 ∆T 的一阶项；
（5）有一介质片，厚度为 d，相对介电常数为 εr = 1 + δ，为调节谐振频率，将其放入腔体，
使其完全覆盖横截面，中心位于 z0。在介质足够薄 d≪ L、δ ≪ 1的条件下，忽略其对边界
条件的扰动，忽略 Er 项对结果的影响，利用电场波动方程计算 (ω′

0 − ω0) /ω0，结果保留至
δ的一阶项。

二、（60分）原子系统中的交流 Stark位移
一个简化的原子模型仅包含两个定态能级：能量为Eg = 0的基态 |g⟩和能量为Ee = ℏω0

的激发态 |e⟩，其中 ℏ为约化普朗克常数。该原子系统的状态由含时的概率幅 cg(t)和 ce(t)
描述，它们满足归一化条件 |cg(t)|2 + |ce(t)|2 = 1。其时间演化规律由以下耦合方程组给出：

iℏ
dcg(t)
dt

= Vge(t)ce(t) (1)

iℏ
dce(t)
dt

= ℏω0ce(t) + Veg(t)cg(t) (2)

其中 i是虚数单位。
原子与一束频率为 ω、电场强度为 E(t) = E0 cos(ωt)的线偏振激光场相互作用。相互

作用势 V (t)的矩阵元为 Veg(t) = V ∗
ge(t) = −µE0 cos(ωt)，其中 µ为原子基态与激发态之间

的电偶极跃迁矩阵元，是一个实常数。定义拉比频率 ΩR = µE0/ℏ和失谐量 ∆ = ω − ω0。
（1）为了简化方程组，我们引入新的变量 c̃g(t)和 c̃e(t)，变换关系为：

cg(t) = c̃g(t), ce(t) = c̃e(t)e−iωt (3)

这种变换相当于进入一个以频率 ω旋转的参考系。将式 (3)代入式 (1)和 (2)，推导关于
c̃g(t)和 c̃e(t)的新的微分方程组。在推导中，应用“旋转波近似”，即忽略所有含 e±i2ωt的高
频振荡项。
（2）在旋转波近似下，系统在旋转系中的演化可以由一个不含时的有效哈密顿量矩阵 Hrot

描述，方程组可写作 iℏ d
dt ψ⃗(t) = Hrotψ⃗(t)，其中 ψ⃗(t) = (c̃g(t), c̃e(t))

T。
（2.1）写出矩阵 Hrot，并求出其本征值 E±。这些本征值代表了光场“缀饰”下原子的新能
级，称为缀饰态能量。
（2.2）在远失谐极限下（|∆| ≫ ΩR），缀饰态能级可以近似为对原有能级的微小移动，即 AC
斯塔克位移。通过对 E±进行展开，求基态和激发态的能量位移 δEg 和 δEe。要求结果保留
到 Ω2

R/∆的量级。（提示：当 ΩR → 0时，缀饰态能级应退化为旋转系中的原子能级。需要
根据 ∆的符号判断哪个本征值对应于基态。）
（3）考虑共振情况（∆ = 0）。若原子在 t = 0时刻处于基态，即 cg(0) = 1, ce(0) = 0。求
解在 (1)中得到的方程组，得到 c̃g(t)和 c̃e(t)的表达式。进一步计算原子处于激发态的概率
Pe(t) = |ce(t)|2。
（4）实际原子中，激发态会因自发辐射而衰变。这一效应可以通过在激发态能量中引入一个
虚部来唯象地描述，即 Ee → Ee − iℏΓ/2，其中 Γ 为自发辐射衰变率。此时，你需要将你在
第 (1)问中得到的关于 dc̃e

dt 的方程进行修改，使用∆+ iΓ/2替换∆，而关于 c̃g 的方程不变。
在远失谐且弱场驱动（|∆| ≫ ΩR, Γ）的情况下，激发态概率幅 c̃e很小，其变化可以认为被
动地跟随基态概率幅 c̃g 的变化。这种“绝热消除”近似等效于假设整个系统以一个统一的
慢变复频率 ϵ演化，即时间导数算符可被替换为 d

dt → −iϵ。
（4.1）在此近似下，首先从修正后的 c̃e 方程中求出 c̃e 与 c̃g 的关系式。由于 ϵ本身是小量，
在关系式的分母中可近似取 ϵ ≈ 0，除此之外，不做任何近似。
（4.2）将此关系式代入 c̃g 的方程中，得到一个形如 i dc̃gdt = (δ − iγ/2)c̃g 的有效演化方程。求
出有效能移（AC斯塔克位移）δ和有效衰变率（光子散射率）γ 的表达式。
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三、（40分）刚体题
如图，两个半径为 R、质量为m的圆形匀质薄板，边缘方程分别为：

O1 :

{
x2 + (y +R)2 = R2

z = 0
, O2 :

{
(y −R)2 + z2 = R2

x = 0
.

两个薄板边缘固连，整体构成一个刚体。现将刚体放置于地面，记刚体与地面的接触点分别
为：

A : (R sin θ,−R(1 + cos θ), 0), B : (0, R(1− cosφ),−R sinφ)

其中，−π
2
< θ < π

2
，0 < φ < π

2
。假设刚体与地面之间无相对滑动，已知重力加速度大小为

g。

图 3.1: 系统示意图

（1）在图示坐标系中，显然 Oxyz是刚体的主轴坐标系，求出主转动惯量 Ix、Iy、Iz。
（2）此刚体的运动只有 1个自由度，记其重力势能 V (θ) = mgRv(θ)，零点取为地面。求出
函数 v(θ)的表达式。
提示：设题述坐标系中的地面法向量 n⃗ = (α, β, γ)。
（3）记地面系刚体的动能为 T = mR2θ̇2t(θ)，求出 t(0)的值。
提示：利用 n⃗在题述坐标系下的变化率反推刚体在地面系下的转动角速度。
（4）求 θ = 0附近刚体的微振动角频率。

四、（45分）微环谐振腔
本题分析微环谐振腔的工作原理。微环谐振腔是一种能在小体积内高效率工作的谐振

腔，其本体为一个环状结构光纤，光由入射光纤导入系统，在环边通过很小的耦合区耦合到
环内，在环中干涉后于同一点或另一点耦合到出射光纤内。
考虑下图的微环谐振腔构型，系统可视为在 z方向无限均匀延伸，外部无穷大介质相对

介电常数与相对磁导率为 ε1, µ1，光纤材料的相对介电常数与相对磁导率为 ε2, µ2，环内外半
径为 r1, r2，两根光纤厚度均为 d且相互平行，耦合区光纤与环的最近距离为 a，有 a

r2
, d
r2

≪ 1，
r2−r1
r2

≪ 1，即可以将环近似视为直线。入射端为左上与右下，入射振幅为 A1, B2，出射端

为右上和左下，出射振幅为 A2, B1，环内上方耦合区的入射与出射振幅为 C1, C2，下方耦合
区的入射与出射振幅为 D2, D1。建立坐标系方向如图。
注：振幅为A的含义为，在该处光纤中线上的电场大小可以表示为E = Aei(xkx−ωt)，kx

为波矢。容易得到，为了使得谐振腔正常工作，应有
√
ε1µ1k0 < kx <

√
ε2µ2k0。
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图 4.1: 微环谐振腔

（1）本问分析无穷远与耦合区的稳定模式。入射光为真空波长 λ的单色光，令 k0 =
2π
λ
。

图 4.2: 两种波导构型

（1.1）如下图4.2左，该构型为处于无限大介质中的单根无限长直光纤，以其对称面为 xy平
面，光线传播方向为 x轴正向。
（1.2）如下图4.2右，该构型为处于无限大介质中两根相距为 l的无限长直光纤，以其对称面
为 xy平面，光线传播方向为 x轴正向。

对这两种构型，写出电场的亥姆霍兹方程，求其中可能稳定传播的所有 TE（Ex = 0）
模式。只需求出用于求解 kx 的方程，并使用 k =

√
ε2µ2k20 − k2x, β =

√
k2x − ε1µ1k20 化简你

的结果。并对每种模式讨论：是偶模式（场分布关于 z = 0对称）还是奇模式（场分布关于
z = 0反对称）？提示：必为两者之一。
（1.3）给出模式匹配条件，即使得直光纤与环状光纤中同时传播同种奇偶、波长相同的模式
时，两者波矢相等的条件。
（2）本问分析耦合区。假设耦合区可以视作图4.2的构型，即近似认为耦合区中两光纤平行，
光始终为 TE模式，其中波矢与耦合区外相同。
（2.1）给定耦合矩阵M =

(
M11 M12

M21 M22

)
，使得

(
A2

C2

)
= M

(
A1

C1

)
,

(
B1

D1

)
= M

(
B2

D2

)
。

假设耦合过程没有能量损耗，证明M可以写成M = eiφ1

(
κ iα
iα κ

)
的形式，其中 κ, α

均为实数，且有 κ2 + α2 = 1。
（2.2）假设两光纤中的光在耦合区外均为 (1.1) 中求出的某个偶模式，其波矢为 kx0。在耦
合区内，利用亥姆霍兹方程，对 (1.2)中求出的奇、偶模式进行修正，将实际电场视为两个
修正模式的叠加，求出耦合区内两光纤中振幅 A(z), B(z)满足的微分方程。认为 eβa ≫ 1，
A′′

kxA′ ,
B′′

kxB′ ≪ 1。保留最低阶非零近似，结果中可以包含 β = β(kx0)和

∆ =
∂

∂kx

[(
βµ2 tan kd

2
+ kµ1

) (
βµ2 − kµ1 tan kd

2

)
(β2µ2

2 + k2µ2
1) tan kd

2

] ∣∣∣∣∣
kx=kx0

。
（2.3）做近似 l(x) ≈ a+ x2

2r2
，求出 α, φ1。
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（3）本问讨论谐振腔的工作，可以认为 κ已知，且 1− κ≪ 1。为简便，取近似 kd
2
≪ 1。

（3.1）在 B2 = 0时，求出 A2, B1。
（3.2）定义谐振频率 ω0为使得透射率

B1

A1
取极大值的频率，谐振峰半高全宽∆ω为在同一谐

振频率两侧，使得透射功率等于其极大值一半的两个频率之差，试求出品质因数 Q = ω0

∆ω
。

答案可以包含一个任意整数 n，无需给出其取值范围。
提示，你可能会用到以下公式： ∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a

五、（40分）自由活塞斯特林发电机
早在 1964年，俄亥俄大学William Beale在机械工程课上就构思出自由活塞概念，并于

1971年获美国专利，1974年 Beale创办 Sunpower公司，专门推进这一技术。1980年代之
后，自由活塞斯特林发电机开始在航天界大展身手，NASA的空间电源演示计划验证了 25
kW级“自由活塞 +直线发电机”方案，2018年完成测试的 Kilopower/KRUSTY空间核电源
也采用斯特林转换器。作为一种闭式斯特林热机，自由活塞斯特林发电机（FPSE）相比于
传统斯特林热机，去掉曲柄、连杆、飞轮和穿过外壳的旋转轴，由动力活塞直接耦合一台直
线发电机，通过动磁体在线圈中往复运动产生电动势驱动负载工作。本题采用一简化模型
来探讨自由活塞斯特林发电机工作的基本原理。

动磁体

线圈

线圈

热端换热器

热腔

回热器

置换活塞

冷端换热器

冷腔

动力活塞

连杆

气弹簧腔

发电机

承压外壳

Ri

RL

控制器

图 5.1: 自由活塞斯特林发电机结构示意图

图 6.1展示了这种发电机的简化版结构。整个发电机主要由 3个腔室，1个回热器，2
个活塞和发电系统构成。腔室、回热器内均被气体填满，所有气体可视为摩尔热容恒为 CV

的理想气体。气体被动力活塞分为左右两个部分，并且不可交换气体分子和热量。左侧的热
腔、冷腔温度分别均匀且恒定为 Th, Tc(Th > Tc)并相互连通，在两个活塞都处于原点时候，
容积分别为 Vh, Vc，回热器的容积可忽略不计。左侧气体总量为 nmol，在横截面积为 Ad的
置换活塞的移动下，一小部分气体等体积地从热腔经过回热器转移到冷腔。在转移过程中，
这部分气体在经过回热器时会被逐渐加热/降温至和目的地相同的温度。右侧气体全部在绝
热的气弹簧腔内部，且两个活塞都处于原点时动力活塞恰好受力平衡。横截面积为 Ab的动
力活塞和右侧发电系统的动磁体固连在一起做一维运动，固连体质量为mb，在运动速度为
v时，受到 fm = cmv的机械阻尼力，在线圈中产生 E = αv的电动势驱动负载 RL工作，电
路本身的内阻为 Ri。理想气体常数为 R。
以向右为正方向，置换活塞和动力活塞相对原点的位移分别记为 xd, xb，我们认为所有

腔室内的气体都时刻保持平衡态。已知实际工程中，置换活塞只在原点附近做小幅度简谐
振动:

xd(t) = Xd cos(ωt+ ϕ) (1)

显然此时动力活塞 xb(t)同样做小幅度简谐振动，为了适应发电机特殊的构造，我们设计的
参数恰好使得动力活塞在运动过程中始终落后于置换活塞一个恒定的、和其他参数无关的
相位差 ψ > 0。小振动的幅度足够小，以至于 |xbAb|, |xdAd|远小于每个腔的容积。忽略气
体弛豫时间和所有其他可能的机械阻力。
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（1）求出在一个工作周期 T = 2π/ω内，负载上的电能消耗WL和左侧气体对动力活塞的做
功Wd。
（2）已知热腔、冷腔和外界的热交换全部通过热端和冷端换热器完成，在整个工作周期中，
两个换热器都会经历吸热和放热阶段。求出一个工作周期内热腔换热器的净放热量 Qd。
（3）我们定义此时的热机效率

ηd =
Wd

Qd

(2)

并定性解释结果的意义。
（4）我们定义总效率

ηt =
WL

Qd

(3)

分别计算使得总效率和负载耗电功率最大的负载大小 Rp
L, R

e
L。

六、（50分）带电粒子在偶极子场中的运动
如图所示，现有一固定的均匀极化介质球，其在球外产生的场可视为由固定在球心的同

方向的电偶极子与磁偶极子产生的场，等效电偶极矩为 p，磁偶极矩为m。取两者共同指向
为极轴，建立球坐标系。真空介电常数为 ε0，真空磁导率为 µ0。
（1）考虑一带电量为 q，质量为M 的带电粒子在球产生的场中的运动。设粒子坐标为 r, θ, φ，
求出粒子运动时的两个独立的守恒量。用 r, θ, φ及其对时间的一阶导数表示。
提示：可以考虑沿极轴方向的角动量。
（2）现在考虑磁偶极子的场远弱于电偶极子的场的情况，即可以认为在粒子运动过程中，洛
伦兹力始终远小于电场力。考虑具有荷质比 γ 的粒子从无穷远处入射，其在无穷远处的速
度为 v0，瞄准距离为 b，入射方向沿极轴负方向，如图 6.1所示。本问仅需考虑最低阶近似。
（2.1）设介质球半径为 R，求可使粒子不打到球体的 R的最大值。
（2.2）我们称粒子某时刻的速度矢量与其与球心连线所构成的平面为该时刻粒子的运动平
面，求出粒子的入射平面与出射平面间的夹角（即粒子入射前无穷远处与出射后无穷远处
的运动平面）。
（3）再来考虑电偶极子的场远弱于磁偶极子的场的情况，设荷质比为 γ（γ < 0）的粒子从无
穷远处入射，入射平面为 θ = π/2，粒子在无穷远处的速度为 v0，瞄准距离为 b，如图 6.2所
示。本问仍仅需考虑最低阶近似。介质球半径为 R（R > b）。
（3.1）求可使粒子不打到球体的 v0的最大值。
（3.2）在粒子速度取（3.1）问的值时，设 R = 2b。求粒子出射后速度在极轴方向的分量。用
此时的初速度 v0, p, γ, R及其他给定常量表示。结果保留三位有效数字。

图 6.1: 沿极轴方向入射的粒子 图 6.2: 在赤道平面内入射的粒子

数学提示：对于常数 a > 0，有∫
dx

(a2 + x2)3/2
=

x

a2
√
a2 + x2

+ C.

七、（45分）滚动摩擦力
本题中我们将研究一种滚动摩擦力模型。
考虑一个在粗糙水平地面上向右作纯滚的圆柱，圆柱转动惯量 I，质量m，半径 R，重

力加速度 g。由于圆柱的压力，地面发生了微小形变。为了研究这一效应，把地面视作许多
上端顶着一定质量块的弹簧在水平方向上的排列，其单位长度质量 λ、弹性系数 k。
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（1）设某一时刻圆柱水平运动速度为 v ∼
√
gR（向右），加速度 a（向左），地面对圆柱阻力

F，支持力 N，阻力矩 τ。
以圆柱最低点为 θ = 0、逆时针为正建立极坐标系描述圆柱表面的点。设圆柱受到单

位长度的静摩擦力分布 f(θ)（逆时针为正）、支持力分布 N(θ)，圆柱与地面接触的部分为
θ ∈ [−χ, ψ]。

记 β0 =
I

mR2
, β1 =

mg

kR2
, β2 =

λR

m
。假设 β0 ≲ 1, β1 ∼ β2 ≪ 1，m, g,R, v, β0,1,2在本题

中视作已知量，试用上述参量表示 I, k, λ。
（2）（2.1）假设圆柱向前运动时，θ = ψ处与地面上的质量块发生完全非弹性碰撞。认为碰
撞过程中质量块水平方向不受约束，但不考虑其水平方向的运动（即，碰撞结束后质量块在
水平方向的速度变为 0）。试用 F,N, τ, a, ψ及已知量写出圆柱的运动方程。
（2.2）用 f(θ), N(θ), ψ表示 F,N, τ，保留积分形式。结合地面质量块的运动方程，用ψ, ψ̇, ψ̈, a
及已知量表示 N(θ)。可作适当的小量近似。
（2.3）假设 f(θ)正比于 N(θ)并设该比例为 t，试求 ψ, χ，近似到一阶，答案中允许保留 t。
（2.4）结合（2.1）∼（2.3）的结果，试求出 t, a的表达式，近似到一阶。
（2.5）假设我们不再考虑上述所有效应，将地面视作刚体且考虑地面的静摩擦力，若要对圆
柱中心施加水平阻力 Feff使圆柱仍以（2.4）算出的加速度运动，求 Feff。本小问用 I, k, λ代
替 β0,1,2表示最终答案。
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