
第 1 届 CPHO-S 物理竞赛联考 

By YQTF. All rights reserved. 

 1 / 5 

 

第 1 届 CPHO-S 物理竞赛联考 

2021 年 2 月 27 日 上午 9:00-12:00 

命题人：李瀚奕 罗启源 简铭 翁颢洋 

 

考生必读 

1、 考生考试前请务必阅读本须知。 

2、 本试题共 5 页，满分 320 分。 

3、 如遇到试题印刷不清楚的情况，请向监考老师提出。  

4、 需要阅卷老师评阅的内容一定要写在答题纸相应题号后面的空白处；阅卷老师只评阅

答题纸上的内容，写在试题纸和草稿纸上的内容一律不被评阅。 

 

一、（40 分）洲际导弹的射程 

假设地球为一半径为𝑅，质量均匀分布的球体，其自转及表面大气影响可略，地表重力加速

度𝑔。一导弹以速度𝑣0自地面某处发射，发射方向与半径方向夹角为𝜃。 

（1）试求导弹射程与𝜃的关系，射程用两地与地心夹角𝛽(𝛽 ≤ 𝜋)表示。 

（2）计算导弹的最大射程，并计算这种情况下导弹从发射到击中目标所需的时间。 

可能用到的公式： 

对于𝑐 < 0, 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0，有 

∫
𝑥d𝑥

√𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2
=

√𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2

𝑐
−

𝑏

2(−𝑐)
3
2

arcsin
2𝑐𝑥 + 𝑏

√𝑏2 − 4𝑎𝑐
+ 𝜆, 

其中𝜆为积分常数。 

椭圆面积 

𝑆 = 𝜋𝑎𝑏 

 

 

二、（50 分）滚轮 

如图所示，水平地面上给定两匀质圆柱体1,2，其质量、半径分别

为𝑚,𝜂𝑚,𝑟,𝛽𝑟。初态2圆柱体以𝑣0向左作纯滚动，然后与1发生完全

非弹性碰撞。接下来的问题中，我们用𝜑来描述两柱体的相对位置，

不考虑两柱体碰撞后可能的脱离，重力加速度为𝑔。 

（1）已知𝑂1轴固定，且圆柱1恰好与水平地面有一缝隙使之恰好

不与地面接触，1可绕𝑂1轴作无阻尼转动。设两圆柱体之间摩擦系

数为𝜇，求1,2碰撞后瞬间两圆柱体的转动角速度𝜔1,𝜔2。 

（2）在（1）的基础上，若𝜇足够大，碰撞结束后2将“翻上”圆柱体1，试求两柱体转动角

速度关于𝜑的关系式𝜔1(𝜑),𝜔2(𝜑)。 

（3）若两圆柱体均自由，当2由外力驱动时，其可以保持在地面上作匀速纯滚运动，试讨论

1被2推着走的条件。 

 

 

三、（50 分）晶体管 

理想晶体管的小信号等效电路如下图所示。源𝐼是理想电流源， 𝛼是晶体管的一特征常数。 
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“小信号等价电路”意味着，只有电压和电流围绕晶体管的直流工作电压和电流做小变化时，

此电路才与晶体管等效。晶体管的本质是电流放大器，在基极和发射极间连接一电流源，对

于A点，我们得到𝑖𝐸 + 𝑖𝐵 + 𝑖𝐶 = 0，晶体管正常工作时𝑖𝐶 = −𝛼𝑖𝐸，故
𝑖𝐶

𝑖𝐵
= 𝛽 =

𝛼

1−𝛼
是集电极和

基极间的电流增益。通常𝛼大约为0.98~0.99，因此𝛽位于50和100之间，由于𝛼如此接近于1，

我们可以认为𝛽 ≈
1

1−𝛼
。 

下面我们来考虑两种晶体管的基本电路： 

（1）射极输出器构型(Emitter Follower Configuration) 

（1.1）如图所示，将一由峰值为𝑉0的正弦输出信号与一电阻𝑅𝐼串联构成正弦振荡器，计算负

载两端电压有效值𝑉𝐿，并证明若
𝑅𝐼

𝑅𝐿
≪ 𝛽，

𝑉𝐿

𝑉0
为一定值。 

（1.2）将一电容𝐶𝐿替换𝑅𝐿，求𝑉𝐿关于振荡器角频率𝜔的函数。 

（2）共发射极构型(Common Emitter Configuration) 

（2.1）与（1.1）类似，试计算
𝑉𝐿

𝑉0
的值。 

（2.2）由（2.1）的结果可知，
𝑉𝐿

𝑉0
和𝛽成正比，由于𝛽与温度有很大的相关性，且对于不同的

晶体管，其值变化很大，因此电路性能不稳定。为减少
𝑉𝐿

𝑉0
对𝛽的依赖性，我们可以在回路中

增加一个电阻𝑅𝐸，试计算此时
𝑉𝐿

𝑉0
的值，并给出其与𝛽相独立的条件。 

（3）最后我们来看晶体管的一个实际应用，对于𝐿𝐶串联谐振电路，一旦被激发，回路将以

其共振频率永远振荡下去，然而，由于导线电阻及电磁辐射，总会有能量损失，为了防止这

样形式的能量损失，我们需要在回路中增加一个“负电阻”，从而维持电路的稳定。利用晶体

管，我们可以制成具有负阻抗的元件，上图(d)展示了一个可行的方案，以AB为端点可以提

供一“负电阻”。试计算AB间的阻抗，并给出其阻抗小于零的条件，并标明变压器的极性。 
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四、（40 分）圆筒底部的小标记 

一竖直放置的空心薄壁圆柱形玻璃筒内装有𝑚个半径为𝑅，折射率𝑛的玻璃球，玻璃筒内壁半

径略大于玻璃球半径，玻璃球紧贴筒壁，筒的底面中心有一小标记，空气折射率为1。 

（1）证明在傍轴近似下，玻璃球可等效为一位于球心的薄透镜，并计算等效焦距𝑓。 

（2）若玻璃球折射率𝑛 = 1.5，相邻两玻璃球球心间距为𝑑 = 6𝑅，最下方玻璃球亦与底面紧

贴，从筒中心轴线自上向下观察，导出观察到小标记的位置与实际筒底距离𝑦关于𝑚的解析

表达式，并取𝑚 = 20，计算𝑦的具体数值。 

数学提示：可以利用特征值进行求解递推数列 

𝑥𝑛+1 =
𝑎𝑥𝑛 + 𝑏

𝑐𝑥𝑛 + 𝑑
, 

准确地说，考虑特征方程𝜆 =
𝑎𝜆+𝑏

𝑐𝜆+𝑑
的解𝜆1, 𝜆2，则上式可以写作 

𝑥𝑛+1 − 𝜆1

𝑥𝑛+1 − 𝜆2
=

𝑎 − 𝑐𝜆1

𝑎 − 𝑐𝜆2
·
𝑥𝑛 − 𝜆1

𝑥𝑛 − 𝜆2
, 

若𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆，数列可以写为 

1

𝑥𝑛+1 − 𝜆
=

2𝑐

𝑎 + 𝑑
+

1

𝑥𝑛 − 𝜆
 

 

 

五、（50 分）霍尔效应与磁阻效应 

霍尔效应是美国物理学家霍尔于1879年在研究金属的导电机制时发现的。当电流垂直于外

磁场通过半导体时，载流子发生偏转，垂直于电流和磁场的方向会产生一附加电场，从而在

半导体的两端产生电势差。由于霍尔元件的面积可以做的很小，所以可以用它测量某点的磁

场或者缝隙中的磁场，还可以利用这一效应来测量导体中的载流子浓度并判断载流子的类

型。磁阻效应是另一种电磁效应，将磁阻器件放置在磁场下时，由于载流子运动方向发生偏

转，材料电阻将相应发生变化。 

大部分材料以电子作为载流子进行电传导过程，本题将采用经典模型计算材料的霍尔效应和

磁阻效应。电子在热运动的基础上由于电场的作用而被加速，从而产生一宏观电流。电子运

动过程中会与材料中的原子和杂质发生碰撞并被散射，一般地，散射后瞬间电子速度沿各方

向概率相同。在室温下，电子的热运动速率远大于其沿电场方向的漂移速率，可以认为电子

相邻两次被散射的时间间隔𝑡满足分布 

𝑃 =
1

𝜏
𝑒−

𝑡
𝜏, 

其中𝑃为散射时间间隔为𝑡对应的概率，𝜏为散射平均时间间隔，与材料属性和环境温度𝑇有

关，在本题中视为已知常量。 

（1）某种材料载流子质量𝑚，带电量为𝑞，数密度为𝑛0，试计算零磁场下材料的电导率𝜎0。 

（2）如图所示，在一块长方形的薄金属板两端C和D之间

加上一恒定电压，该电压对载流子的作用可以等效为电场

𝐸0。再垂直于金属板施加一恒定磁场𝐵，一般的，有𝜏 ≪

2𝜋𝑚

𝐵|𝑞|
。由于洛伦兹力的作用，载流子将向A或B侧偏转并在

元件两边积累，从而产生一恒定霍尔电场𝐸𝐻。 

（2.1）𝑡 = 0时刻，某载流子受到一次散射，速度变为𝑢⃑ 0 = 𝑢0𝑥𝑥̂ + 𝑢0𝑦𝑦̂，试计算𝑡时刻（载

流子尚未被第二次散射）时该载流子的速度𝑢⃑ (𝑡)。 

https://baike.baidu.com/item/%E9%9C%8D%E5%B0%94/13351495
https://baike.baidu.com/item/%E5%AF%BC%E7%94%B5/8936379
https://baike.baidu.com/item/%E5%8D%8A%E5%AF%BC%E4%BD%93/385669
https://baike.baidu.com/item/%E8%BD%BD%E6%B5%81%E5%AD%90/7163305
https://baike.baidu.com/item/%E7%94%B5%E5%8A%BF%E5%B7%AE/9498602
https://baike.baidu.com/item/%E7%94%B5%E7%A3%81%E6%95%88%E5%BA%94/9316481
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（2.2）试求稳定状态下霍尔电场𝐸𝐻的值，并计算材料电导率𝜎随磁感应强度𝐵的变化。 

（3）由（2.3）可以看出，当霍尔电场存在时，导体的磁阻效应不明显，故实验中常将AB端

短路，试用载流子迁移率𝜇 =
𝑣

𝐸
，即导体中载流子在电场作用下的平均漂移速度𝑣与电场𝐸的

比值，表示材料电导率的相对变化率𝜂 =
Δ𝜎

𝜎0
随磁场𝐵的关系。 

由于对一些微观效应的忽略，上述简化模型与实际有一定偏差，不过大体来看是合理的。 

可能用到的数学知识： 

sin 𝑥 = 𝑥 −
1

6
𝑥3 +··· , cos 𝑥 = 1 −

1

2
𝑥2 +···,∫𝑥𝑒−𝑥d𝑥 = −(1 + 𝑥)𝑒−𝑥 + 𝐶1, 

∫𝑥2𝑒−𝑥d𝑥 = −(2 + 2𝑥 + 𝑥2)𝑒−𝑥 + 𝐶2, ∫ 𝑥3𝑒−𝑥d𝑥 = −(6 + 6𝑥 + 3𝑥2 + 𝑥3)𝑒−𝑥 + 𝐶3 

其中𝐶1,2,3为积分常数。 

 

 

六、（50 分）黑洞热力学 

黑洞是广义相对论极其优美的预言之一，黑洞无毛定理告诉我们，任何一个稳态黑洞的状态

只由其质量𝑀，电量𝑄，和角动量𝐽决定。 

（1）Kerr − Newman黑洞是具有非零角动量和电量的轴对称稳态黑洞，在球坐标下的时空

度规(Kerr − Newman metric)可表示为 

d𝑠2 = −
∆

𝜌2
(𝑐d𝑡 − 𝑎 sin2 𝜃 d𝜑)2 +

sin2 𝜃

𝜌2
((𝑟2 + 𝑎2)d𝜑 − 𝑎𝑐d𝑡)

2
+ 𝜌2 (

d𝑟2

∆
+ d𝜃2), 

其中d𝑠表示四维空间中的时空间隔，其地位大致相当于三维空间中的空间间隔（距离），且 

𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 sin2 𝜃 , ∆= 𝑟2 − 𝑟𝑟𝑔 + 𝑟𝑄
2 + 𝑎2, 

 𝑟𝑔 =
2𝐺𝑀

𝑐2
, 𝑟𝑄 = √

𝐺𝑄2

4𝜋𝜀0𝑐4
, 𝑎 =

𝐽

𝑀𝑐
 

（1.1）黑洞视界对应度规径向的奇异性，可以理解为在视界处长度被无限拉伸，试求出

Kerr − Newman黑洞的视界半径𝑟±。 

（1.2）熵的概念由德国物理学家克劳修斯于1865年所提出，其在希腊语源中意为“内在”，

即“一个系统内在性质的改变”，在公式中一般记作𝑆。微小热力学过程的熵变d𝑆等于外界输

入系统能量d𝑄除以系统热力学温度𝑇的商数，即 

d𝑆 =
d𝑄

𝑇
, 

黑洞热力学中，黑洞的熵可表述为 

𝑆 =
𝜋𝑘𝐵𝑐3

2𝐺ℎ
𝐴, 

其中𝐴 = 4𝜋(𝑟+
2 + 𝑎2)为视界面积，𝑐 = 3 × 108 m/s为真空中光速，𝑘𝐵 = 1.38 × 10−23 J/K为

玻尔兹曼常数，ℎ = 6.63 × 10−34 J · s为普朗克常量。黑洞内能由质能关系决定。试求Kerr −

Newman黑洞的温度𝑇，用𝑟±, 𝑎和其它物理常量表示。 

（2）下面考虑Kerr − Newman黑洞的一个特例，Schwarzschild黑洞，即角动量𝐽、电量𝑄均

为零，质量为𝑀的球对称黑洞。由量子场论可知，其会发出黑体辐射，斯忒藩常量𝜎 =
2𝜋5𝑘𝐵

4

15𝑐2ℎ3。 

（2.1）不考虑宇宙背景辐射，求黑洞存在时间𝑡1，用𝑀及其它物理常量表示。 
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（2.2）考虑背景辐射温度𝑇0的影响，讨论不同质量黑洞的命运： 

（2.2.1）宇宙背景辐射温度𝑇0 = 2.725 K，求使黑洞不会蒸发的最小质量𝑀0； 

（2.2.2）地球上𝑇∗ = 300 K，求地球上质量𝑚 = 1 kg的黑洞的存在时间𝑡2。 

 

 

七、（40 分）放射性与地球年龄 

假设地球刚形成时同位素 U238 和 U235 已经存在，且不存在它们的衰变产物，利用 U238 和 U235

的衰变可以确定地球的年龄𝑇。 

（1）同位素 U238 以𝜏238 = 4.50 × 109 a的半衰期衰变，衰变过程中其余放射性衰变产物的半

衰期比 U238 的半衰期要短得多，作为一级近似，我们可以忽略这些衰变产物的存在。整个衰

变过程终止于铅的稳定同位素 P206 b。试用地球年龄𝑇、 U238 的半衰期𝜏238和现在 U238 原子核

的数量𝑁238表示由放射衰变产生的 P206 b原子核的数量𝑛206。 

（2）类似地， U235 以𝜏235 = 0.710 × 109 a的半衰期衰变，在经过一系列较短半衰期产物后，

最后终止于稳定的同位素 P207 b。写出由放射衰变产生的 P207 b原子核的数量𝑛207与现在 U235

原子核的数量𝑁235和 U235 半衰期𝜏235的关系式。 

（3）用质谱仪对一种铅和铀的混合矿石进行分析，测得这种矿石中铅同位素 P204 b、 P206 b

和 P207 b的相对浓度比为1. 00: 29. 6: 22. 6。由于同位素 P204 b不是放射性的，可以用作分析时

的参考。分析一种纯铅矿石，发现这 3 种同位素的相对浓度之比为1. 00: 179: 15. 5，且比值

𝑁238: 𝑁235 = 137: 1。精确计算地球年龄𝑇的值。 

（4）考虑一个静止的钚核 Pu239 自发衰变成一个铀核 U235 和一个 He4 核，计算考虑相对论效

应与不考虑相对论效应时 He4 核的动能差值。 

已知下列粒子静止质量： 

𝑚239Pu = 239.0522𝑚p, 𝑚235U = 235.0439𝑚p,𝑚4He = 4.0026𝑚p,𝑚p = 938.27 MeV/c2 


