
第 8 届 CPHO-S 物理竞赛联考 理论试题参考答案及评分标准 

By CPHO-S. All rights reserved. 

 1 / 24 

 

第 8 届 CPHO-S 物理竞赛联考 

 理论试题参考答案及评分标准 

考试时间：2022 年 4 月 23 日 9:00-12:00 

命题人：杨汝嘉 蔡一在 陈浩楠 严志豪 

苏嘉稀 黄文杰 李瀚奕 

审题人：蒋弘杰 徐嘉珺 朱信霖 刘子睿 

甄林睿 罗钰涵 王梓人 鲁睿 

 

一、（40 分） 

在多电源多回路的复杂直流电路分析中，戴维南定理与诺顿定理有重要的应用。 

戴维南定理又称等效电压源定理，是由法国科学家 L·C·戴维南于 1883 年提出的一个电

学定理。由于早在 1853 年，亥姆霍兹也提出过本定理，所以又称亥姆霍兹—戴维南定理。 

戴维南定理指出：一个含有独立线性电压源、独立线性电流源及线性电阻的线性网络的

两端，可以用一个纯电动势和电阻的串联组合来等效，如图1.1所示。这个定理也可以推广

到单频交流线性网络当中，其中电阻应该用复阻抗代替。类似地，其对偶定理，也即诺顿定

理指出：一个含有独立线性电压源、独立线性电流源及线性电阻的线性网络的两端同样可以

用一个纯电流源和电阻的并联组合来等效，如图1.2所示。 

提示：无论负载为何，一个理想纯电流源均输出恒定大小电流，也就是说电流源两端的电压

可以是任意大小的。 

 

（1）通过戴维南定理与诺顿定理，可以对相同的网络给出两种不同的等效。写出两种等效

电路外接负载电阻𝑅时通过负载的电流大小，并建立两种等效间的变换关系，即用图1.2中的

𝐼, 𝑟′表达图1.1中的𝐸, 𝑟。 

 

（2）利用基尔霍夫定律求解如图1.3中的桥式电路涉及的计算十分复杂，利用戴维南定理可

以简化桥式电路的计算。试计算两虚线方框之间，亦即作用于𝑅两端电路的等效电压源参数

𝐸𝑒𝑓𝑓和𝑟𝑒𝑓𝑓，并在此基础上计算通过𝑅的电流大小𝑖。 
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（3）下面再考虑三端网络的变换，如图1.4所示。注意，由于电路结构的特殊性，𝜀1,2,3可

以同时相差一个常数𝐶，为方便起见，取𝜀3 = 𝐶。 

用𝜀12,23,31, 𝑟12,23,31表示𝜀1,2,3, 𝑟1,2,3，并代入 

𝜀12 = 2.00  V, 𝜀23 = 6.00 V, 𝜀31 = 3.00 V, 𝑟12 =
1

2
 Ω, 𝑟23 =

2

3
 Ω, 𝑟31 = 3.00 Ω 

计算𝜀1,2,3, 𝑟1,2,3的数值表达式，保留至小数点后两位。 

 

解：（1）考虑电压源的情形 

𝐼𝑅 =
𝐸

𝑅 + 𝑟
(1) 

电流源的情形 

𝐼𝑅 =
𝐼𝑟′

𝑅 + 𝑟′
(2) 

与𝑅无关，得 

𝐸 = 𝐼𝑟′, 𝑟 = 𝑟′ (3) 

（2）令𝑅趋于无穷，即考虑开路电压，根据电路得 

𝐸𝑒𝑓𝑓 =
𝑅1𝑅4 − 𝑅2𝑅3

(𝑅3 + 𝑅4)(𝑅1 + 𝑅2)
𝜀 (4) 

令𝑅趋于0，即考虑短路电流，根据电路得 

 𝐸𝑒𝑓𝑓

𝑟𝑒𝑓𝑓
=

𝑅1𝑅4 − 𝑅2𝑅3
𝑅1𝑅2𝑅3 + 𝑅1𝑅2𝑅4 + 𝑅2𝑅3𝑅4 + 𝑅1𝑅3𝑅4

𝜀 (5) 

解得： 

          𝑟𝑒𝑓𝑓 =
𝑅1𝑅2𝑅3 + 𝑅1𝑅2𝑅4 + 𝑅2𝑅3𝑅4 + 𝑅1𝑅3𝑅4

(𝑅3 + 𝑅4)(𝑅1 + 𝑅2)
(6) 

可知： 

𝑖 =
𝑅1𝑅4 − 𝑅2𝑅3

𝑅(𝑅3 + 𝑅4)(𝑅1 + 𝑅2) + 𝑅1𝑅2𝑅3 + 𝑅1𝑅2𝑅4 + 𝑅2𝑅3𝑅4 + 𝑅1𝑅3𝑅4
𝜀 (7) 

（3）根据戴维南定理，三端网络内阻等效所有电源短路后的电阻网络电阻： 

𝑟1 =
𝑟12𝑟31

𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31
= 0.36 Ω (8) 

𝑟2 =
𝑟12𝑟23

𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31
= 0.08 Ω (9) 

𝑟3 =
𝑟23𝑟31

𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31
= 0.48 Ω (10) 

三端网络电动势为 1，2，3 点均未接入外电路时的两两电势差。三角电路中电流为 

𝐼 =
𝜀12 + 𝜀23 + 𝜀31
𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31

(11) 

比对星形与三角形电路得 
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𝜀1 − 𝜀2 = 𝜀12 − 𝑟12
𝜀12 + 𝜀23 + 𝜀31
𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31

(12) 

𝜀2 − 𝜀3 = 𝜀23 − 𝑟23
𝜀12 + 𝜀23 + 𝜀31
𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31

(13) 

𝜀3 − 𝜀1 = 𝜀31 − 𝑟31
𝜀12 + 𝜀23 + 𝜀31
𝑟12 + 𝑟23 + 𝑟31

(14) 

这三条式子中只有两条是独立的。得 

𝜀1 = 4.92 V + 𝐶 (15) 

𝜀2 = 4.24 V + 𝐶 (16) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 8 分：（1）（2）式各 2 分，（3）式 4 分； 

第（2）问 16 分：（4）（5）（6）（7）式各 4 分； 

第（3）问 16 分：（8）（9）（10）（11）（15）（16）式各 2 分，（12）（13）（14）式任写其一

得 2 分，任写两式得 4 分。 

 

二、（40 分） 

（1）如图2.1所示建立坐标轴，一根长度为𝐿的非匀质刚性细杆𝐴𝐵的质量线密度分布为： 

𝜆 =
2𝑚𝑧

𝐿2
(2.1) 

试求杆的质量𝑀，质心坐标𝑧𝑐以及对过其质心且垂直于杆的轴的转动惯量𝐼𝑐。 

 

（2）如图2.2所示，初始时，该细杆静止放置在水平的刚性光滑桌面上，并平行于远处的竖

直屏𝑃。现有一质量为𝑚的小球以垂直于杆的速度𝑣0与杆的𝐵端发生完全弹性正碰，碰后瞬间

拿走小球。 

 

（2.1）试求碰撞后杆的质心速度大小𝑣𝑐和转动角速度大小𝜔。 

（2.2）在桌子上滑动一段时间后，非匀质杆将以𝐴端或𝐵端碰撞固定屏。如果屏的位置𝑥0是

随机正实数，试求杆与屏𝑃的首次相碰发生在𝐴端和𝐵端的概率之比
𝑃𝐴

𝑃𝐵
，保留三位有效数字。 

 

解：（1）取𝑧 → 𝑧 + d𝑧的一段微元，其质量为 

d𝑚 = 𝜆d𝑧 =
2𝑚𝑧d𝑧

𝐿2
(1) 

总质量为 
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𝑀 = ∫
2𝑚𝑧d𝑧

𝐿2

𝐿

0

= 𝑚 (2) 

其质心的坐标为 

𝑧𝐶 =
∫ 𝑧
𝐿

0
⋅
2𝑚𝑧d𝑚
𝐿2

𝑀
=
2𝐿

3
(3)

 

杆对过端点𝐴且垂直于杆的轴的转动惯量为 

𝐼𝐴 = ∫ 𝑧2
𝐿

0

⋅
2𝑚𝑧d𝑚

𝐿2
=
1

2
𝑚𝐿2 (4) 

根据平行轴定理可求出杆对过其质心且垂直与杆的轴的转动惯量 

𝐼𝐶 = 𝐼𝐴 −𝑀𝑧𝐶
2 =

1

18
𝑚𝐿2 (5) 

（2）（2.1）设碰撞时小球对杆的冲量为𝐽，碰后小球的速度为𝑣，对小球及杆列动量定理 

𝐽 = 𝑀𝑣𝑐 (6) 

−𝐽 = 𝑚𝑣 −𝑚𝑣0 (7) 

对杆的质心列动量矩定理 

𝐽 ⋅ (𝐿 − 𝑧𝐶) = 𝐼𝐶𝜔 (8) 

由于是弹性碰撞，所以体系能量守恒 

1

2
𝑚𝑣0

2 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝑀𝑣𝐶

2 +
1

2
𝐼𝐶𝜔

2 (9) 

解得冲量大小为 

𝐽 =
1

2
𝑚𝑣0 (10) 

带入（6）（8）式可得 

𝑣𝐶 =
1

2
𝑣0 (11) 

𝜔 =
3𝑣0
𝐿

(12) 

（2.2）以碰撞瞬间为时间零点，可写出杆的两端点位置与时间的关系 

𝑥𝐴 = 𝑣𝐶𝑡 −
2𝐿

3
sin(𝜔𝑡) =

𝑣0𝑡

2
−
2𝐿

3
sin (

3𝑣0𝑡

𝐿
) (13) 

𝑥𝐵 = 𝑣𝐶𝑡 +
𝐿

3
sin(𝜔𝑡) =

𝑣0𝑡

2
+
𝐿

3
sin (

3𝑣0𝑡

𝐿
) (14) 

引入参量𝜂 =
3𝑣0𝑡

𝐿
，（13）（14）式可改写为 

𝑦𝐴 =
𝑥𝐴
𝐿
=
𝜂

6
−
2

3
sin 𝜂 (15) 

𝑦𝐵 =
𝑥𝐴
𝐿
=
𝜂

6
+
1

3
sin 𝜂 (16) 

如图2.3所示，我们在同一坐标系中画出𝐴端和𝐵端的坐标𝑥关于时间的函数 
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𝑦𝐴对𝜂分别求一阶导和二阶导 

d𝑦𝐴
d𝜂

=
1

6
−
2

3
cos 𝜂 ,

d
2𝑦𝐴

d𝜂2
=
2

3
sin 𝜂 (17) 

当一阶导数等于零且二阶导数小于零时，𝑦𝐴取极大值，对应𝜂的取值为 

𝜂𝐴𝑛 = 2𝑛𝜋 − arccos
1

4
, 𝑛 = 1,2,3… (18) 

𝑦𝐴的一系列极大值为 

𝑦𝐴𝑛 =
2𝑛𝜋 − arccos

1
4 + √15

6
, 𝑛 = 1,2,3… (19) 

同理可计算出𝑦𝐵的一系列极大值为 

𝑦𝐵𝑛 =
𝑛𝜋

3
−
2𝜋

9
+
√3

6
, 𝑛 = 1,2,3… (20) 

当𝑦𝐵𝑛 ≤ 𝑦0 =
𝑥0

𝐿
≤ 𝑦𝐴𝑛时，端点𝐴首次与屏𝑃相碰；当𝑦𝐴𝑛 ≤ 𝑦0 ≤ 𝑦𝐵(𝑛+1)时，端点𝐵首次与屏

𝑃相碰,对于任意的𝑛均有 

δ𝑦𝐴 = 𝑦𝐴𝑛 − 𝑦𝐵𝑛 =
2𝜋

9
+
√15 − √3 − arccos

1
4

6
(21) 

δ𝑦𝐵 = 𝑦𝐵(𝑛+1) − 𝑦𝐴𝑛 =
𝜋

9
−
√15 − √3 − arccos

1
4

6
(22) 

所以𝐴端和𝐵端与屏𝑃首次相碰的概率比为 

𝑃𝐴
𝑃𝐵
=
δ𝑦𝐴
δ𝑦𝐵

= 3.94 (23) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 8 分：（2）（3）（4）（5）式各 2 分； 

第（2）问 32 分： 

第（2.1）小问 16 分：（6）（7）（8）（9）（11）（12）式各 2 分，（10）式 4 分； 

第（2.2）小问 16 分：（13）（14）（17）（19）（20）式各 2 分，（21）（22）式各 1 分，（23）

式 4 分，若没做变量代换，步骤类似亦给过程分。 
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三、（40 分） 

已知冰在熔点附近的比热容正比于绝对温度，即𝐶 = 𝛼𝑇, 𝛼 = 5.5 J/(kg · K2) ，又已知冰

的熔点为𝑇0 = 273 K，单位质量熔化热为𝛽 = 105 J/kg。 

现有质量为𝑚 = 1 kg、温度为𝑇0的水，质量同为𝑚、温度为𝜏 = 272.9 K的冰以及理想可

逆卡诺热机若干。不允许外界输入功，只使用上述冰、水及热机，分别设计完成下列任务的

方案并代入数据计算数值解，你无须证明你给出的方案的最优性： 

（1）对外输出尽可能多的机械功，求出此机械功的最大值𝑊𝑚。 

（2）将占总质量
1

𝑛
=

1

100
的冰尽可能地降温，求出这部分冰能达到的最低温度𝑇𝑓。 

 

解：（1） 

令𝑡 = 𝑇0 − 𝜏 = 0.1 K，为了方便地计算此题，先做一个估计： 

冰升温至熔点吸热为 

𝑄𝑐 ≈ 𝛼𝑚𝑇0𝑡 = 0.15 kJ (1) 

而水全部凝固能够放出的热是 

𝑄0 = 𝛽𝑚 = 100 kJ (2) 

可见，水凝固所能提供的热远远超过冰所能吸收的，因此水不会完全凝固。 

现取一个热机，水作为高温热源且温度保持在𝑇0，冰作为低温热源。设在某时刻冰的温度为

𝑇，吸热d𝑄2，则有 

d𝑄2 = 𝛼𝑚𝑇d𝑇 (3) 

又由可逆卡诺热机的工作特点有 

d𝑊 =
𝑇0 − 𝑇

𝑇
d𝑄2 (4) 

积分即可得到总功 

𝑊𝑚 =
1

2
𝛼𝑚𝑡2 = 0.0275 J (5) 

（2）取两个可逆卡诺热机，构造如下图的工作模式： 

 

冰水混合物的温度始终为𝑇0，进而，由于右侧冰升温到𝑇0后达到热平衡，热机无法继续

工作，所以在这种假设下右侧冰不会融化。 

设某时刻，左侧冰温度为𝑇1，放热d𝑄𝑏给热机，则由卡诺定理 

d𝑊 =
𝑇0 − 𝑇1
𝑇1

d𝑄𝑏 (6) 

又由于 

d𝑄𝑏 = −𝛼
𝑚

𝑛
𝑇1d𝑇1 (7) 
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联立得到 

d𝑊 = −
𝑚

𝑛

𝑇0 − 𝑇1
𝑇1

𝛼𝑇1d𝑇1 (8) 

若同时右侧冰温度为𝑇2，吸热d𝑄𝑐 

d𝑊 =
𝑇0 − 𝑇2
𝑇2

d𝑄𝑐 (9) 

又由于 

d𝑄𝑐 = 𝛼
𝑛 − 1

𝑛
𝑚𝑇2d𝑇2 (10) 

得到 

d𝑊 =
𝑛 − 1

𝑛
𝑚
𝑇0 − 𝑇2
𝑇2

𝛼𝑇2d𝑇2 (11) 

所以 

−
𝑇0 − 𝑇1
𝑇1

𝑚

𝑛
𝛼𝑇1d𝑇1 =

𝑇0 − 𝑇2
𝑇2

𝑛 − 1

𝑛
𝑚𝛼𝑇2d𝑇2 (12) 

末态右侧冰的温度是𝑇0，设左侧冰温度为𝑇𝑓 = 𝑇0 − 𝑡
′，则积分可得 

𝑛𝑡2 = 𝑡′
2 (13) 

代入数据得到 

𝑡′ = 1 K 

𝑇𝑓 = 272 K (14) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 15 分：数据论证水确实不会完全凝固 5 分，（3）（4）式各 3 分，（5）式 4 分； 

第（2）问 25 分：（6）（7）（8）（9）（10）（11）（12）式各 3 分，（13）（14）式各 2 分。 

 

四、（40 分） 

本题将讨论带电刚体在重力—磁复合场中的回转运动。 

 

（1）如图4.1所示，一个倾斜的粗糙匀质刚体薄圆盘在粗糙水平刚性地面上做纯滚动，其圆

心以角速度𝛺在水平面内做半径为𝑅的圆周运动，盘面与竖直方向的夹角为𝜃，圆盘质量为𝑚，

半径为𝑟，重力加速度为𝑔，角速度𝛺正方向如图所示。 

（1.1）不难通过运动学知识推导得到，圆盘在地面参考系中的角速度等于其在转动系中的

角速度𝜔⃗⃗ 与转动系相对地系的角速度𝛺⃗ 的矢量和，计算圆盘相对质心角动量水平分量𝐿∥的表

达式。 

提示：一般来说，刚体的角速度并不与角动量同方向，此时，需要把角速度在三个主轴做

分解，分别算出刚体相对各主轴的角动量，然后矢量叠加。对于匀质圆盘而言，其三个主

轴分别为圆盘中轴线，以及任意两个互相垂直的直径所在的轴。 

（1.2）求解此时𝛺的值𝛺0，并代入以下数值，取国际单位制，保留至小数点后四位。 
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𝑔

𝑟
= 1.000 s−2,

𝑅

𝑟
= 3, 𝜃 =

𝜋

6
. 

（2）磁场中的滚动圆盘。 

（2.1）证明：以地面某定点作为参考点，质量𝑚，电荷𝑄都均匀分布的绝缘刚体在恒定匀强

磁场𝐵⃗ 中受洛伦兹力力矩可写成下列形式： 

𝑀⃗⃗⃗ 𝐿 =
𝑄

2𝑚
𝐿⃗ × 𝐵⃗⃗ −

d

d𝑡
𝐿∗⃗⃗⃗⃗ (4.1) 

此式各项含义如下： 

𝑀⃗⃗⃗ 𝐿是磁场的洛伦兹力对参考点产生的力矩，𝐿⃗ 是物体对参考点的角动量。𝐿∗⃗⃗  ⃗是一个有角

动量量纲的物理量，定义为： 

𝐿∗⃗⃗  ⃗ = ∑𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑚𝑖
𝑄𝐵⃗ 

2𝑚
× 𝑟𝑖⃗⃗ )

𝑖

(4.2) 

即，将刚体绕参考点角动量式中的𝜔⃗⃗ 替换为
𝑄

2𝑚
𝐵⃗⃗ ，而其余保持不变。式(4.2)中𝑚𝑖是第𝑖个质

点的质量，𝑟𝑖⃗⃗ 是第𝑖个质点相对参考点的位矢，该式同样可以写作积分形式。 

注意：这个式子与我们熟知的磁矩力矩公式𝑀⃗⃗ = 𝜇 × 𝐵⃗ 不同。实际上，后者是前者的时间平

均值，但在刚体在角速度方向有旋转对称性时无法表现出差别。 

你可能会用到如下公式： 

𝐴 × (𝐵⃗ × 𝐶 ) = 𝐵⃗ (𝐴 · 𝐶 ) − 𝐶 (𝐴 · 𝐵⃗ ) (4.3) 

（2.2）现在在第（1）问的模型中给圆盘均匀带上电荷𝑄，忽略刚体内部、刚体与地面间可

能发生的电荷转移，并在全空间加上竖直向上的恒定匀强磁场𝐵，其余条件保持不变，重新

求解𝛺 = 𝛺′的表达式，并代入
𝑄𝐵

𝑚
= 2.500 s−1 计算数值解，同样取国际单位制，保留至小数

点后四位。 

 

解：（1）（1.1） 

设盘自转角速度为𝜔,则有运动学约束 

𝛺(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) + 𝜔𝑟 = 0 (1) 

把角速度在两个主轴方向分解 

𝜔1 = 𝜔 + 𝛺 sin 𝜃 (2) 

𝜔2 = 𝛺 cos𝜃 (3) 

接着求出对质心角动量分量 

𝐿1 =
1

2
𝑚𝑟2𝜔1 (4) 

𝐿2 =
1

4
𝑚𝑟2𝜔2 (5) 

角动量的水平分量为 

𝐿∥ = 𝐿1 cos𝜃 − 𝐿2 sin 𝜃 (6) 

代入可得到 

𝐿∥ = 𝑚𝑟
2 (
1

2
𝜔 co𝑠 𝜃 +

1

4
𝛺 cos𝜃 sin 𝜃) = −

1

2
𝑚𝑟2𝛺 cosθ (

𝑅

𝑟
+
1

2
sin 𝜃) (7) 
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（1.2） 

如图4.2所示，设地面给盘支持力𝑁，摩擦力𝑓，则有质心运动定理： 

𝑁 = 𝑚𝑔 (8) 

𝑓 = 𝑚𝛺2𝑅 (9) 

对质心的角动量定理有 

𝛺𝐿∥ = 𝑓𝑟 cos𝜃 − 𝑁𝑟 sin 𝜃 (10) 

代入得到 

1

2
𝑚𝑟2𝛺2 cos 𝜃 (

𝑅

𝑟
+
1

2
sin 𝜃) = −𝑚𝛺2𝑅𝑟 cos𝜃 +𝑚𝑔𝑟 sin 𝜃 (11) 

最终解出 

𝛺 = ±√
4𝑔 tan𝜃

6𝑅 + 𝑟 sin 𝜃
= ±0.3533 s−1 (12) 

（2） 

（2.1） 

待证之式为 

𝑀𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑄

2𝑚
𝐿⃗ × 𝐵⃗ −

d

d𝑡
𝐿∗⃗⃗  ⃗ 

将刚体均匀划分，第𝑖个质点质量𝑚𝑖，电荷量𝑞𝑖，则 

𝑄

𝑚
=
𝑞𝑖
𝑚𝑖

 

原式中各量表达为 

𝑀𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =∑𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑞𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗  × 𝐵⃗ )

𝑖

 

𝐿⃗ =∑𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑚𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗  )

𝑖

 

𝐿∗⃗⃗  ⃗ =∑𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑚𝑖
𝑄𝐵⃗ 

2𝑚
× 𝑟𝑖⃗⃗ )

𝑖

 

接下来有两种证法： 

证法一： 

用三重矢积的展开式，得 

𝑀𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =∑𝑞𝑖 ((𝑟𝑖⃗⃗ ⋅ 𝐵⃗ )𝑣𝑖⃗⃗⃗  − (𝑟𝑖⃗⃗ ⋅ 𝑣𝑖⃗⃗⃗  )𝐵⃗ )

𝑖

 

𝑄

2𝑚
𝐿⃗ × 𝐵⃗ =

1

2
∑𝑞𝑖 ((𝑟𝑖⃗⃗ ⋅ 𝐵⃗ )𝑣𝑖⃗⃗⃗  − (𝐵⃗ ⋅ 𝑣𝑖⃗⃗⃗  )𝑟𝑖⃗⃗ )

𝑖
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d

d𝑡
𝐿∗⃗⃗  ⃗ =

1

2
∑𝑞𝑖(2(𝑟𝑖⃗⃗ ⋅ 𝑣𝑖⃗⃗⃗  )𝐵⃗ − (𝐵⃗ ⋅ 𝑣𝑖⃗⃗⃗  )𝑟𝑖⃗⃗ − (𝑟𝑖⃗⃗ ⋅ 𝐵⃗ )𝑣𝑖⃗⃗⃗  )

𝑖

 

代入得 

𝑀𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑄

2𝑚
𝐿⃗ × 𝐵⃗ −

d

d𝑡
𝐿∗⃗⃗  ⃗ 

因此原式成立。（也可以用三重矢积的轮换式证明） 

证法二： 

构造另一情景：该刚体在无磁场的空间内在外力矩𝑀⃗⃗ 下运动，考虑地系和绕地系角速度𝛺⃗ 的

转动系之间的关系。 

地系角动量定理 

𝑀⃗⃗ =
d𝐿⃗ 

d𝑡
 

转动系角动量定理 

𝑀′⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
d𝐿′⃗⃗⃗  

d𝑡
)

′

 

由转动系惯性力公式，力矩关系 

𝑀′⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀⃗⃗ +∑𝑟𝑖⃗⃗ × (2𝑚𝑖𝑣𝑖′⃗⃗  ⃗ × 𝛺⃗ − 𝑚𝑖𝛺⃗ × (𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ ))

𝑖

 

分别写出地系和转动系中的角动量 

𝐿⃗ =∑𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑚𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗  )

𝑖

 

𝐿′⃗⃗⃗  =∑𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑚𝑖𝑣𝑖′⃗⃗  ⃗)

𝑖

 

转动系速度变换 

𝑣𝑖⃗⃗⃗  = 𝑣𝑖′⃗⃗  ⃗ + 𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗  

得到角动量关系 

𝐿⃗ = 𝐿′⃗⃗⃗  + 𝐿2⃗⃗⃗⃗  

其中 

𝐿2⃗⃗⃗⃗ = ∑𝑚𝑖𝑟𝑖⃗⃗ × (𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ )

𝑖

 

求导，并考虑到转动系导数变换，得 

d𝐿⃗ 

d𝑡
= (

d𝐿′⃗⃗⃗  

d𝑡
)

′

+ 𝛺⃗ × 𝐿′⃗⃗⃗  + (
d𝐿2⃗⃗⃗⃗ 

d𝑡
)

′

+ 𝛺⃗ × 𝐿2⃗⃗⃗⃗  

与前面的力矩关系和两个角动量定理联立得 

∑2𝑚𝑖𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑣𝑖′⃗⃗  ⃗ × 𝛺⃗ )

𝑖

=∑𝑚𝑖 (𝑟𝑖⃗⃗ × (𝛺⃗ × (𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ )) − 𝛺⃗ × (𝑟𝑖⃗⃗ × (𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ )))

𝑖

+ 𝐿′⃗⃗⃗  × 𝛺⃗ − (
d𝐿2⃗⃗⃗⃗ 

d𝑡
)

′

 

由三重矢积的展开式 

𝑟𝑖⃗⃗ × (𝛺⃗ × (𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ )) = −(𝑟𝑖⃗⃗ ⋅ 𝛺⃗ )(𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ ) = 𝛺⃗ × (𝑟𝑖⃗⃗ × (𝛺⃗ × 𝑟𝑖⃗⃗ )) 

因此上面式子等号右边第一项为 0。（也可以用三重矢积的轮换式证明） 

所以得到任意𝛺⃗ ，任意参考系成立的恒等式 
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∑2𝑚𝑖𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑣𝑖′⃗⃗  ⃗ × 𝛺⃗ )

𝑖

= 𝐿′⃗⃗⃗  × 𝛺⃗ − (
d𝐿2⃗⃗⃗⃗ 

d𝑡
)

′

 

取构造的该问题中的转动系为原题中的系，并令 

𝛺⃗ =
𝑄𝐵⃗ 

2𝑚
 

则 

𝐿2⃗⃗⃗⃗ =∑𝑚𝑖𝑟𝑖⃗⃗ × (
𝑄𝐵⃗ 

2𝑚
× 𝑟𝑖⃗⃗ )

𝑖

= 𝐿∗⃗⃗  ⃗ 

得 

∑𝑞𝑖𝑟𝑖⃗⃗ × (𝑣𝑖⃗⃗⃗  × 𝛺⃗ )

𝑖

= 𝐿⃗ ×
𝑄𝐵⃗ 

2𝑚
−
d𝐿∗⃗⃗  ⃗

d𝑡
 

所以 

𝑀𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑄

2𝑚
𝐿⃗ × 𝐵⃗ −

d

d𝑡
𝐿∗⃗⃗  ⃗ 

（2.2）先求出|
d

𝑑𝑡
𝐿∗⃗⃗  ⃗| 

|
d

d𝑡
𝐿∗⃗⃗  ⃗| = 𝛺

1

4
𝑚𝑟2

𝑄𝐵

2𝑚
sin𝜃 cos𝜃 (13) 

其余大致思路不变，有改动的几个式子如下 

𝑓 = 𝑚𝛺2𝑅 + 𝑄𝛺𝑅𝐵 (14) 

𝛺𝐿∥ = 𝑓𝑟 cos 𝜃 − 𝑁𝑟 sin 𝜃 −
𝑄𝐵

2𝑚
𝐿∥ −𝛺

1

4
𝑚𝑟2

𝑄𝐵

2𝑚
sin𝜃 cos𝜃 (15) 

其他方程不变，最终代入得到 

1

2
𝑚𝑟2𝛺2 (

3𝑅

𝑟
+
1

2
sin 𝜃) +

1

4
𝑄𝐵𝑟2𝛺

5𝑅

𝑟
−𝑚𝑔𝑟 tan𝜃 = 0 (16) 

解出 

𝛺 =
−
𝑄𝐵
4𝑚

5𝑅
𝑟 ±

√( 
𝑄𝐵
4𝑚

5𝑅
𝑟  )

2 + 2(
3𝑅
𝑟 +

1
2 sin 𝜃) tan𝜃

𝑔
𝑟

(
3𝑅
𝑟 +

1
2 sin 𝜃)

= 0.0598 s−1或− 2.0868 s−1 (17) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 20 分： 

第（1.1）小问 7 分：（1）式 3 分，（7）式 4 分； 

第（1.2）小问 13 分：（8）式 2 分，（9）式 3 分，（10）（12）式各 4 分； 

第（2）问 20 分： 

第（2.1）小问 8 分：证明无误即给 8 分满分，否则不得分； 

第（2.2）小问 12 分：（13）式 3 分，（14）式 2 分，（15）式 3 分，（17）式 4 分。 

 

五、（40 分） 

在示波器、电视显像管等电真空器件中都需要将电子束聚焦，以便在荧光屏上形成清晰

的光点，这时常采用静电透镜来达到此目的。使具有旋转对称形状的金属电极系统中的每一

个电极拥有一定的电位，就可以产生旋转对称的静电场。由于与光学中透镜对光线的折射相
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似，这样的电场可以使电子束的运动方向发生偏折，故把这样的电极系统称为静电透镜。下

面各题目中，均考虑傍轴近似，且所有角度均为小角度，不考虑相对论效应。 

 

（1）如图5.1，带电量为−𝑒的电子以能量𝐸0从无限远处以很高的速度傍轴入射静电透镜。

已知瞄准距离远小于透镜尺寸，静电透镜物方电场强度为𝐸1，像方电场强度为𝐸2，且𝐸1 >

𝐸2，试求透镜焦距𝑓0。已知轴向电场对轴向动量产生的影响是小量，电子束尺寸远小于电

极中心空洞的尺寸。 

（2）在实际应用中，常常使用多个静电透镜组成透镜系统，从而达到更好的调控效果。 

（2.1）如图5.2所示，先考虑单个透镜对电子束的偏转。与轴线夹角为𝜃的电子束经焦距为𝑓

的静电透镜折射时，与透镜在距光心𝑟处相交，试求电子束通过透镜后再经过距离𝑙时与轴线

的距离𝑟′和与轴线的夹角𝜃′。 

（2.2）现在考虑无穷多个静电透镜对电子束的约束。通过第一个透镜前电子束与轴线夹角

为𝜃1，通过第一个透镜时与光心的距离为𝑟1，相邻透镜的间距均为𝑙0，透镜参数与第（1）问

相似，即电极两端的似匀强场电场强度之差∆𝐸 = 𝐸1 − 𝐸2为定值。试求能使电子束在一般性

的初始条件下被约束（即𝑟𝑖不会在很大的透镜数后趋于无穷）的𝐸0的取值范围，答案请用

𝐸1, 𝐸2表示，不允许出现∆𝐸。假设电子束无能量损失，且不考虑轴向电场对电子的加速效应。 

数学提示：对于二阶线性常系数递推方程 

𝑎𝑛+2 + 𝑝𝑎𝑛+1 + 𝑞𝑎𝑛 = 0 

记𝑥1, 𝑥2为下列特征方程的两根： 

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 

如果𝑥1 ≠ 𝑥2，那么，递推方程的通解是 

𝑎𝑛 = 𝐶1𝑥1
𝑛 + 𝐶2𝑥2

𝑛 

如果𝑥1 = 𝑥2，那么，递推方程的通解是 

𝑎𝑛 = (𝐶1 + 𝐶2𝑛)𝑥1
𝑛 

其中𝐶1, 𝐶2为任意常数。 

 

解：（1）离轴线距离为𝑟的电子束通过圆孔时，电子受到径向电场力的作用，由柱坐标下

动量定理， 

−𝑒𝐸𝑟 =
d𝑝𝑟
d𝑡

(1) 

由于电子速度很高，近似有 

d𝑧 = 𝑣0d𝑡 (2) 

其中𝑣0为入射初速度，满足 

𝐸0 =
1

2
𝑚𝑣0

2 (3) 

所以总径向动量变化（积分在入射到出射的全过程上进行，下同） 
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Δ𝑝𝑟 = ∫−𝑒𝐸𝑟d𝑡 = −
𝑒

𝑣0
∫𝐸𝑟d𝑧 (4) 

由高斯定理， 

𝐸1𝜋𝑟
2 = 𝐸2𝜋𝑟

2 +∫𝐸𝑟 ⋅ 2𝜋𝑟d𝑧 (5) 

于是， 

Δ𝑝𝑟 = −
𝑒

𝑣0
⋅
𝑟

2
(𝐸1 − 𝐸2) = −

𝑒𝑟(𝐸1 − 𝐸2)

2𝑣0
(6) 

偏转角度（向内为正） 

Δ𝜃 =
−Δ𝑝𝑟
𝑝𝑧

=
−Δ𝑝𝑟
𝑚𝑣0

=
𝑒𝑟(𝐸1 − 𝐸2)

2𝑚𝑣0
2 =

𝑒𝑟(𝐸1 − 𝐸2)

4𝐸0
(7) 

透镜焦距 

𝑓0 =
𝑟

Δ𝜃
=

4𝐸0
𝑒(𝐸1 − 𝐸2)

(8) 

（2）（2.1）由傍轴近似，与轴线夹角为𝜃的电子束经焦距为𝑓的透镜折射后，将经过透镜焦

平面上距轴线𝑟0 = 𝑓𝜃处。由几何关系 

{
 

 𝑟′ = (1 −
𝑙

𝑓
) 𝑟 + 𝑙𝜃

𝜃′ = −
1

𝑓
𝑟 + 𝜃

(9) 

（2.2）设电子束经第𝑛个透镜折射前距离轴线的距离为𝑟𝑛，与轴线夹角为𝜃𝑛，则由（2.1）有

以下递推关系 

{
 

 𝑟𝑛+1 = (1 −
𝑙0
𝑓0
) 𝑟𝑛 + 𝑙0𝜃𝑛

𝜃𝑛+1 = −
1

𝑓0
𝑟𝑛 + 𝜃𝑛

(10) 

从而消去𝜃𝑛有 

𝑟𝑛+2 − (2 −
𝑙0
𝑓0
) 𝑟𝑛+1 + 𝑟𝑛 = 0 (11) 

特征方程为 

𝑥2 − (2 −
𝑙0
𝑓0
) 𝑥 + 1 = 0 (12) 

记其两根为𝑥1, 𝑥2，则由韦达定理， 

𝑥1𝑥2 = 1 (13) 

当𝑥1 = 𝑥2时，通解为 

𝑟𝑛 = (𝐶1 + 𝐶2𝑛)𝑥1
𝑛 (14) 

根据韦达定理，只能是𝑥1 = 𝑥2 = 1或𝑥1 = 𝑥2 = −1，所以在一般性的初始条件下 lim
𝑛→+∞

𝑟𝑛发散。 

当𝑥1 ≠ 𝑥2时，通解为 

𝑟𝑛 = 𝐶1𝑥1
𝑛 + 𝐶2𝑥2

𝑛 (15) 

其中𝐶1, 𝐶2为常数。始终受约束要求 

|𝑥1| ≤ 1且|𝑥2| ≤ 1 (16) 

根据韦达定理，只能是 

|𝑥1| = |𝑥2| = 1 (17) 

所以，综上所述，要求判别式小于零，即 
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Δ = (2 −
𝑙0
𝑓0
)
2

− 4 < 0 (18) 

因此， 

𝐸0 >
𝑒𝑙0(𝐸1 − 𝐸2)

16
(19) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 20 分：（1）（2）（3）（4）式各 2 分，（5）（6）（7）（8）式各 3 分； 

第（2）问 20 分： 

第（2.1）小问 5 分：（9）式正确任一条 3 分，全部正确 5 分； 

第（2.2）小问 15 分：（10）式正确任一条 3 分，全部正确 5 分，（11）（12）（15）（18）

（19）各 2 分。 

 

六、（40 分） 

古斯-汉森位移是光学中一种十分有趣的现象，它描述的是光束在两种不同介质的交界

面发生全反射时，反射光束在入射平面内相对于几何光学路径存在的一个位移。它在 1947

年由古斯和汉森首次通过实验发现。本题将探究古斯-汉森位移的相关问题，以下问题只考

虑𝑝偏振分量。 

（1）如图6.1所示，由菲涅耳公式可知，光的𝑝偏振分量在表面的复反射率可以写为： 

𝐸̃1𝑝
′ =

𝑛2 cos 𝑖1 − 𝑛1 cos 𝑖2
𝑛2 cos 𝑖1 + 𝑛1 cos 𝑖2

𝐸̃1𝑝 (6.1) 

若发生全反射，入射光束与出射光束之间会形成相位差，试求出这个反射相位差𝜑反(𝑖1)。 

提示：当sin 𝜃大于1时，cos𝜃为复数，记√−1 = 𝑖，即cos𝜃 = 𝑖√sin2 𝜃 − 1，事实上这样做才

能保证透射波振幅是随深度指数衰减而不是指数增长的。 

（2）一束真空中波长为𝜆的光束从上方介质入射时，平面电磁波的电场可写为： 

𝐸0𝑒
𝑖[
2𝜋
𝜆(𝑛)

(𝑥 sin𝜃+𝑦 cos𝜃)−𝜔𝑡]
(6.2) 

其中𝜃为光束传播方向与𝑥轴之间的夹角。 

当发生全反射时，可观测到古斯-汉森位移，如图6.2所示。这种现象可通过相位稳定理

论来解释：对于该固定路径而言，即在𝛿保持恒定时，相对于无全反射相移、亦无古斯-汉森

位移的整体相位变化对𝑖1的微商为零。试求古斯-汉森位移随入射角的变化关系𝛿(𝑖1)。 

（3）在全反射时的下半平面，波矢的𝑦分量将为纯虚数，这个分量将会在时谐电磁波公式当

中造成沿着这个方向的衰减。透射深度定义为振幅值衰减到它在表层值的𝑒−1的垂直距离，

试求出全反射时的透射深度ℎ2，然后计算反射光线与入射光线的交点深度ℎ1和透射深度ℎ2之

比的表达式，并取𝑛1 = 1.5, 𝑛2 = 1.0, 𝑖1 = 75
∘计算数值以证明两者数量级相同。 
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解：（1）由折射定律 

    𝑛1 sin 𝑖1 = 𝑛2 sin 𝑖2 

sin 𝑖2 =
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1 

cos 𝑖2 = √1 − sin
2𝑖2 = √1 − (

𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2

(1) 

发生全发射时有 

𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1 > 1 

所以 

cos 𝑖2 = 𝑖√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2

− 1 (2) 

代入菲涅尔公式并整理 

𝐸̃1𝑝
′ = 𝐸̃1𝑝exp

(

 −2𝑖 tan−1
𝑛1
𝑛2

√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2
− 1

cos 𝑖1
)

 (3) 

故反射导致的相位差为 

𝜑反
(𝑖1) = 2 tan

−1
𝑛1
𝑛2

√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2
− 1

cos 𝑖1
(4)

 

（2）因为对于光束传播造成的总相位差 

 𝜑总 = 𝜑𝛿 − 𝜑反 

其中 

𝜑𝛿 =
2𝜋𝑛1
𝜆

sin 𝑖1 𝛿(𝑖1) 

则有 

𝜑总 = 2 tan−1
𝑛1
𝑛2

√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2
− 1

cos 𝑖1
−
2𝜋𝑛1
𝜆

sin 𝑖1 𝛿(𝑖1) (5)
 

由题意 

d𝜑总

d𝑖1
= 0 (6) 

代入后求解有 

𝛿(𝑖1) =
𝜆 tan 𝑖1

𝜋√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2
− 1

𝑛2
𝑛12sin2𝑖1 − 𝑛22cos2𝑖1

(7)
 

（3）在介质 中波矢为 

𝑘⃗ =
2𝜋𝑛2
𝜆

(sin 𝑖2 𝑥̂ + cos 𝑖2 𝑦̂) (8) 

则振幅随深度的变化为 
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𝐸̃(𝑟 ) = 𝐸̃(0)𝑒𝑖(𝑘⃗
 ·𝑟 ) (9) 

代入（1）（3）式 

𝐸̃(𝑟 ) = 𝐸̃(0)exp(𝑖
2𝜋𝑛1
𝜆

𝑥 sin 𝑖1 𝑥̂ −
2𝜋𝑛2
𝜆

√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2

− 1𝑦𝑦̂) (10) 

当振幅衰减为1/𝑒时 

ℎ2 =
𝜆

2𝜋𝑛2√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2
− 1

(11)
 

入射出射光线交点深度 

ℎ1 =
𝛿

2 tan 𝑖1
=

𝜆

2𝜋√(
𝑛1
𝑛2
sin 𝑖1)

2
− 1

𝑛2
𝑛1
2sin2𝑖1 − 𝑛2

2cos2𝑖1
(12)

 

故 

ℎ1
ℎ2
= (

𝑛1
2

𝑛2
2
sin2𝑖1 − cos

2𝑖1)

−1

(13) 

代入数值有 

ℎ1
ℎ2
≈ 0.4921 (14) 

数量级相同，得证。 

 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 16 分：（1）（2）（3）（4）式各 4 分。 

第（2）问 10 分：（5）（7）式各 4 分，（6）式 2 分。 

第（3）问 14 分：（8）（9）（10）（11）（12）（13）（14）式各 2 分。 

 

七、（40 分） 

“When the stars exploded billion years ago they formed everything that is this world. 

Everything we know is stardust.” 

1956 年，California Institute of Technology 的地球化学家 Claire Patterson 采用陨石的铅

同位素定年法测得地球的准确年龄：4.55 ± 0.07 Ga, 1 Ga = 1 × 109 a，这与目前公认的地球

年龄——45.43亿年十分接近。他的研究结果 “Age of meteorites and the earth（陨石与地球的

年龄）”发表于地球化学与宇宙化学学报上。本题意在通过简单的模型构建计算放射性粒子

数目的概率分布，从而为地球化学与宇宙化学的研究提供工具。 

用盖革计数器探测陨石中放射性粒子的衰变。以开始探测为时间零点，记在(0, 𝑡)内探

测到的粒子总数为𝑁(𝑡)，它是一个取值离散的随机变量。记分布列为𝑃，即记𝑁(𝑡) = 𝑘(𝑘 ∈

ℤ)的概率为𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘)。已知“探测到粒子”事件满足以下三个条件： 

i.在𝑡 ∈ (0,+∞)内，每时每刻都有可能发生事件； 

ii.在不同时刻发生的事件相互独立； 

iii.任一无限短的一段时间内发生一次事件的概率与时间间隔成正比，比例系数为𝜆，

在无穷短的时间段内发生两次及以上事件的概率可忽略不计。 

（1）本问先研究具有以上三个性质的随机变量的一般性质： 

（1.1）试求分布列𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘)。 

你可能会用到二项分布公式： 

 某独立实验仅有𝐴,𝐵两种互斥的结果，每次实验结果为𝐴的概率均为𝑝。记变量𝑥为进行
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𝑛次实验后获得结果𝐴的次数，则变量𝑥满足参数为(𝑛, 𝑝)的二项分布： 

𝑃(𝑥 = 𝑘) = (
𝑛
𝑘
) · 𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 , (

𝑛
𝑘
) = C𝑛

𝑘 =
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 

 以及自然对数的定义式： 

𝑒 = lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

 

（1.2）试求𝑁(𝑡)的平均值⟨𝑁⟩、方差𝜎𝑁
2 = ⟨𝑁2⟩ − ⟨𝑁⟩2和相对标准偏差

𝜎𝑁

⟨𝑁⟩
，并简述𝑡很大时

相对偏差的行为。 

（2）下面用以上结论讨论一具体问题： 

（2.1）已知 C14 具有𝛽放射性，每一个 C14 原子会衰变为一个𝛽粒子和另一个原子，请写出 C14

原子衰变的核反应方程。 

（2.2）已知 C14 的半衰期为𝜏，活植物体内 C14 和 C12 的质量比为常数𝛼 ≪ 1， C14 的摩尔质量

为𝜇，阿伏伽德罗常数为𝑁𝐴。现有一质量为𝑚的古代植物碳样品，用探测效率趋于100%的

盖革计数器探测𝛽粒子，探测到的粒子总数为𝑁1。且探测总时间𝑡1 ≪ 𝜏，即该段时间内“发

生一次衰变”事件满足上面的三个性质。试求该植物样品的年龄𝑡0和年龄的相对不确定度

𝜎𝑡0

𝑡0
。忽略时间测量的不确定度。 

 

解：（1） 

（1.1） 

解法一： 

将给定时间𝑡分为𝑛份等长时间段，每段时间𝑛 → ∞时可看作小量，从而可以忽略每段时间中

探测到的粒子为二个及以上的概率。则探测到𝑘个粒子的概率 

𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘) = 𝐶𝑛
𝑘 (
𝜆𝑡

𝑛
)
𝑘

(1 −
𝜆𝑡

𝑛
)
𝑛−𝑘

(1) 

而 

𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
(2) 

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

= 𝑒 (3) 

且𝑘为有限量，与𝑛相比可忽略不计，故 

𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘) = 𝐶𝑛
𝑘 (
𝜆𝑡

𝑛
)
𝑘

(1 −
𝜆𝑡

𝑛
)
𝑛−𝑘

=
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 (4) 

解法二： 

先以一次事件的发生时刻为时间零点，计算经过时间间隔𝑡仍未发生第二次事件的概率

𝑝(𝑡)： 

由乘法原理， 

𝑝(𝑡 + 𝑑𝑡) = 𝑝(𝑡)(1 − 𝜆d𝑡) (1 ∗) 

 

得微分方程 

d𝑝

d𝑡
= −𝜆𝑝 (2 ∗) 

经过无限短时间不会发生第二次事件，因此得初始条件 

𝑝(0) = 1 (3 ∗) 
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代入，分离变量，积分 

∫
d𝑝′

𝑝′

𝑝

0

= ∫ −𝜆
𝑡

0

d𝑡 (4 ∗) 

得 

𝑝(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 (5 ∗) 

再计算在𝑡到𝑡 + d𝑡时间内发生第二次事件的概率𝑓(𝑡)d𝑡，即计算两次事件的时间间隔的

概率分布函数𝑓(𝑡)： 

由加法原理， 

𝑝(𝑡) = 𝑝(𝑡 + d𝑡) + 𝑓(𝑡)d𝑡 (6 ∗) 

得关系 

𝑓(𝑡) = −
d𝑝(𝑡)

d𝑡
(7 ∗) 

求导得 

𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡 (8 ∗) 

（推导过平均自由程的同学会很熟悉上面的步骤，在那里，此处的“事件”指碰撞） 

最后，以开始观测为时间零点，计算在0到𝑡0时间内发生𝑘次事件的概率𝑃(𝑁(𝑡0) = 𝑘)： 

设第𝑖次事件到第𝑖 + 1次事件的时间间隔为𝑡𝑖+1(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘)，开始观测到第1次事件的

时间间隔为𝑡1。由题意，前𝑘次事件发生时刻在𝑡0之前，第𝑘 + 1次事件发生时刻在𝑡0之

后，因此 

{

𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 + 𝑡𝑘+1 > 𝑡0
𝑡𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘 + 1

(9 ∗) 

由于事件相互独立，由加法原理， 

𝑃(𝑁(𝑡0) = 𝑘)

=∭⋯∫
𝑘 + 1重积分

𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 + 𝑡𝑘+1 > 𝑡0

𝑓(𝑡1)𝑓(𝑡2)⋯𝑓(𝑡𝑘)𝑓(𝑡𝑘+1) d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘d𝑡𝑘+1

=∭⋯∫
𝑘 + 1重积分

𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 + 𝑡𝑘+1 > 𝑡0

𝜆𝑘+1𝑒−𝜆(𝑡1+𝑡2+⋯+𝑡𝑘+𝑡𝑘+1) d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘d𝑡𝑘+1

=∭⋯∫
𝑘重积分

𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0
𝜆𝑘+1𝑒−𝜆(𝑡1+𝑡2+⋯+𝑡𝑘) (∫ 𝑒−𝜆𝑡𝑘+1

+∞

𝑡0−(𝑡1+𝑡2+⋯+𝑡𝑘)

d𝑡𝑘+1)d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘

= 𝜆𝑘𝑒−𝜆𝑡0∭⋯∫ 𝑘重积分
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0

d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘 

可以计算得到 

𝑃(𝑁(𝑡0) = 𝑘) =
(𝜆𝑡0)

𝑘𝑒−𝜆𝑡0

𝑘!
(10 ∗) 

其中最后一步用到了𝑘维棱锥的体积公式 

∭⋯∫ 𝑘重积分
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0

d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘 =
𝑡0
𝑘

𝑘!
 

一种证法是数学归纳法： 

记 

𝑉𝑘(𝑡0) =∭⋯∫ 𝑘重积分
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0

d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘 

归纳奠基： 
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𝑉1(𝑡0) = ∫ d𝑡1

𝑡0

𝑡1=0

= 𝑡0 =
𝑡0
1

1!
 

归纳递推： 

假设 

𝑉𝑘−1(𝑡0) =∭⋯∫
𝑘 − 1重积分

𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘−1 < 𝑡0
d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘−1 =

𝑡0
𝑘−1

(𝑘 − 1)!
 

那么， 

𝑉𝑘(𝑡0) =∭⋯∫ 𝑘重积分
𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0

d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘

= ∫ ∭⋯∫
𝑘 − 1重积分

𝑡2 + 𝑡3 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0 − 𝑡1
d𝑡2d𝑡3⋯d𝑡𝑘d𝑡1

𝑡0

𝑡1=0

= ∫ 𝑉𝑘−1(𝑡0 − 𝑡1)
𝑡0

𝑡1=0

d𝑡1 = ∫
(𝑡0 − 𝑡1)

𝑘−1

(𝑘 − 1)!

𝑡0

𝑡1=0

d𝑡1 =
𝑡0
𝑘

𝑘!
 

所以原式成立。 

另一种证法是以两种方式计算积分 

𝐼 = ∫ ∫ ⋯∫ 𝑒−𝜆(𝑡1+𝑡2+⋯+𝑡𝑘)d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘

+∞

𝑡𝑘=0

+∞

𝑡2=0

+∞

𝑡1=0

 

（用高斯积分推导过𝑘维球表面积和体积公式的同学会很熟悉这种操作） 

一种方式为： 

𝐼 = ∫ 𝑒−𝜆𝑡1d𝑡1

+∞

𝑡1=0

∫ 𝑒−𝜆𝑡2d𝑡2

+∞

𝑡2=0

⋯∫ 𝑒−𝜆𝑡𝑘d𝑡𝑘

+∞

𝑡𝑘=0

=
1

𝜆𝑘
 

另一种方式为：先记 

∭⋯∫
𝑘重积分

𝑡0 ≤ 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 ≤ 𝑡0 + d𝑡0
d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘 = 𝑓(𝑡0)d𝑡0 

于是 

𝐼 = ∫ ∭⋯∫
𝑘重积分

𝑡0 ≤ 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 ≤ 𝑡0 + d𝑡0
𝑒−𝜆𝑡0d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘

+∞

𝑡0=0

= ∫ 𝑒−𝜆𝑡0𝑓(𝑡0)
+∞

𝑡0=0

d𝑡0 

两者相等，从而 

∫ 𝑒−𝜆𝑡0𝑓(𝑡0)
+∞

𝑡0=0

d𝑡0 =
1

𝜆𝑘
 

待定系数法，令 

𝑓(𝑡0) = ∑𝑎𝑛𝑡0
𝑛

+∞

𝑛=0

 

由参数求导或分部积分易得 

∫ 𝑒−𝜆𝑡0𝑡0
𝑛

+∞

𝑡0=0

d𝑡0 =
𝑛!

𝜆𝑛+1
 

代入得 

∑𝑎𝑛
𝑛!

𝜆𝑛+1

+∞

𝑛=0

=
1

𝜆𝑘
 

比对等号两边𝜆的相同次幂的系数得 

𝑎𝑛 =
1

(𝑘 − 1)!
𝛿𝑛,𝑘−1 

于是 
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∭⋯∫
𝑘重积分

𝑡0 ≤ 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 ≤ 𝑡0 + d𝑡0
d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘 = 𝑓(𝑡0)d𝑡0 =

𝑡0
𝑘−1

(𝑘 − 1)!
d𝑡0 

对𝑡0积分得 

∭⋯∫
𝑘重积分

0 < 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑘 < 𝑡0
d𝑡1d𝑡2⋯d𝑡𝑘 =

𝑡0
𝑘

𝑘!
 

解法三： 

记 

𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘) = 𝑝𝑘(𝑡) 

只需求出𝑝𝑘(𝑡)的递推关系和边界条件，即可确定𝑝𝑘(𝑡)。 

先看边界条件。与解法二的（1*）式同理，由乘法原理， 

𝑝0(𝑡 + d𝑡) = 𝑝0(𝑡)(1 − 𝜆d𝑡) (1 ∗∗) 

 

得微分方程 

d𝑝0
d𝑡

= −𝜆𝑝0 (2 ∗∗) 

不经过时间不会发生事件，因此得初始条件 

𝑝0(0) = 1 (3 ∗∗) 

代入，分离变量，积分 

∫
d𝑝0

′

𝑝0
′

𝑝0

0

= ∫ −𝜆
𝑡

0

d𝑡 (4 ∗∗) 

得 

𝑝0(𝑡) = 𝑒
−𝜆𝑡 (5 ∗∗) 

再看递推关系。由加法原理和乘法原理， 

𝑝𝑛(𝑡 + d𝑡) = 𝑝𝑛−1(𝑡)𝜆d𝑡 + 𝑝𝑛(𝑡)(1 − 𝜆d𝑡) (6 ∗∗) 

得微分方程 

d𝑝𝑛
d𝑡

= 𝜆(𝑝𝑛−1 − 𝑝𝑛) (7 ∗∗) 

由一阶线性微分方程的通解，得 

𝑝𝑛(𝑡) = 𝑒
∫−𝜆d𝑡 (∫𝑒∫𝜆d𝑡𝜆𝑝𝑛−1(𝑡)d𝑡 + 𝐶) (8 ∗∗) 

不经过时间不会发生事件，因此得初始条件 

𝑝𝑛(𝑡) = 0, 𝑛 ≥ 1 (9 ∗∗) 

代入通解确定积分常数得 

𝑝𝑛(𝑡) = 𝜆𝑒
−𝜆𝑡∫ d𝑡′𝑒𝜆𝑡

′
𝑝𝑛−1(𝑡

′)
𝑡

0

(10 ∗∗) 

迭代得 

𝑝𝑛(𝑡1) = (𝜆𝑒
−𝜆𝑡1∫ d𝑡2𝑒

𝜆𝑡2

𝑡1

0

)(𝜆𝑒−𝜆𝑡2∫ d𝑡3𝑒
𝜆𝑡3

𝑡2

0

)⋯(𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑛∫ d𝑡𝑛+1𝑒
𝜆𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

0

)
⏟                                              

𝑛个

 𝑒−𝜆𝑡𝑛+1(11 ∗∗)
 

化简得 

𝑝𝑛(𝑡1) = 𝜆
𝑛𝑒−𝜆𝑡1∫ d𝑡2

𝑡1

0

∫ d𝑡3

𝑡2

0

⋯∫ d𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

0⏟                

𝑛个

(12 ∗∗)
 

由𝑘维棱锥的体积公式（推导见解法二后面），得 
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𝑝𝑛(𝑡1) =
(𝜆𝑡)𝑛𝑒−𝜆𝑡1

𝑛!
(13 ∗∗) 

即 

𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘) = 𝑝𝑘(𝑡) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 (14 ∗∗) 

所以，最终，我们有 

𝑃(𝑁(𝑡) = 𝑘) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 

这其实是著名的泊松分布。 

（1.2）对于𝑁(𝑡)的平均值和方均值，有三种解法： 

解法一： 

𝑁(𝑡)的平均值 

⟨𝑁⟩ =∑
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 × 𝑘

+∞

𝑘=0

= 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 ×
d

d(𝜆𝑡)
[𝑒𝜆𝑡∑

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

] = 𝜆𝑡 (7) 

𝑁(𝑡)的方均值 

⟨𝑁2⟩ = ∑
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 × 𝑘2

+∞

𝑘=0

= 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 ×
d

d(𝜆𝑡)
{𝜆𝑡 ×

d

d(𝜆𝑡)
[𝑒𝜆𝑡∑

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

]} (8) 

⟨𝑁2⟩ = 𝜆𝑡(1 + 𝜆𝑡) (9)  

解法二： 

𝑁(𝑡)的平均值 

⟨𝑁⟩ = ∑
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 × 𝑘

+∞

𝑘=0

=∑
(𝜆𝑡)𝑘

(𝑘 − 1)!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=1

=∑
(𝜆𝑡)𝑘+1

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

= 𝜆𝑡∑
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

= 𝜆𝑡 (7) 

为求𝑁(𝑡)的方均值，先求 

⟨𝑁(𝑁 − 1)⟩ = ∑
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 × 𝑘(𝑘 − 1)

+∞

𝑘=0

=∑
(𝜆𝑡)𝑘

(𝑘 − 2)!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=2

 

=∑
(𝜆𝑡)𝑘+2

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

= (𝜆𝑡)2∑
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

= (𝜆𝑡)2 (8) 

于是，𝑁(𝑡)的方均值 

⟨𝑁2⟩ = ⟨𝑁(𝑁 − 1)⟩ + ⟨𝑁⟩ = 𝜆𝑡(1 + 𝜆𝑡) (9)  

解法三： 

𝑁(𝑡)的矩生成函数 

𝑀𝑁(𝛼) = ⟨𝑒
𝛼𝑁⟩ = ∑𝑒𝛼𝑘 ×

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

+∞

𝑘=0

= 𝑒𝜆𝑡(𝑒
𝛼−1) (7) 

求导得𝑁(𝑡)的平均值 

⟨𝑁⟩ =
𝜕𝑀𝑁
𝜕𝛼

(0) = 𝜆𝑡 (8) 

求两次导得𝑁(𝑡)的方均值 

⟨𝑁2⟩ =
𝜕2𝑀𝑁
𝜕𝛼2

(0) = 𝜆𝑡(1 + 𝜆𝑡) (9) 
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上面求出了𝑁(𝑡)的平均值和方均值，故方差 

𝜎𝑁
2 = ⟨(𝑁 − ⟨𝑁⟩)2⟩ = ⟨𝑁2⟩ − ⟨𝑁⟩2 = 𝜆𝑡 (10) 

相对偏差平均值 

𝜎𝑁
⟨𝑁⟩

=
1

√𝜆𝑡
(11) 

𝑡很大时，相对偏差趋于零。 

（2）（2.1）由电荷数守恒和质量数守恒， 𝐶6
14 会变成 𝑁7

14 ，所以衰变的核反应方程为 

𝐶6
14 → 𝑁7

14 + 𝑒−1
0 (12) 

（2.2） 

该植物存活时体内 C-14 原子个数 

𝑁0 =
𝛼𝑚

𝜇
𝑁𝐴 (13) 

以该植物死亡时刻为时间零点，体内 C-14 原子个数随时间的变化关系 

𝑁(𝑡) = 𝑁0 (
1

2
)

𝑡
𝜏

(14) 

求导得单位时间的衰变次数 

−
d𝑁

d𝑡
(𝑡) =

𝑁0 ln 2

𝜏
(
1

2
)

𝑡
𝜏

(15) 

因为𝑡1 ≪ 𝜏，所以 

𝑁1
𝑡1
= −

d𝑁

d𝑡
(𝑡0) =

𝑁0 ln 2

𝜏
(
1

2
)

𝑡0
𝜏

(16) 

解得年龄 

𝑡0 = 𝜏 log2 (
𝛼𝑚𝑁𝐴𝑡1
𝜇𝜏𝑁1

ln 2) (17) 

由不确定度传递公式， 

𝜎𝑡0 = |
d𝑡0
d𝑁1

| 𝜎𝑁1 (18) 

求导得 

|
d𝑡0
d𝑁1

| =
𝜏

𝑁1 ln 2
(19) 

由（1）中结论， 

𝜎𝑁1 = √𝑁1 

于是 

𝜎𝑡0 =
𝜏

√𝑁1 ln 2
 

相对不确定度 

𝜎𝑡0
𝑡0
=

1

√𝑁1 ln (
𝛼𝑚𝑁𝐴𝑡1
𝜇𝜏𝑁1

ln 2)
(20) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 25 分： 

第（1.1）小问 10 分：解法一（1）（4）式各 4 分，（2）（3）式各 1 分，解法二（2*）

（5*）（7*）（8*）式各 1 分，（9*）式 2 分，（10*）式 4 分，解法三（5**）（10**）

（12**）式各 2 分，（14**）式 4 分； 



第 8 届 CPHO-S 物理竞赛联考 理论试题参考答案及评分标准 

By CPHO-S. All rights reserved. 

 23 / 24 

 

第（1.2）小问 15 分：解法一、解法二、解法三均为（7）（8）（9）式各 4 分，（10）式 2

分，简述 1 分； 

第（2）问 15 分：（12）（13）（17）（19）（20）式各 3 分。 

 

八、（40 分） 

在太阳系中绕太阳运动的物体，将会受到太阳辐射的光压作用。由于相对论效应，物体

反射后的辐射光压将会对物体产生阻力，导致物体不断减速，最终落入太阳，这种现象被称

为坡印廷—罗伯森效应。在太空中运行的飞行器受到该效应的影响会慢慢偏离轨道，因此对

该现象的研究在航天领域十分重要。 

在太阳系中有一质量为𝑚的飞行器绕太阳做半径为𝑟的圆周运动。飞行器张开一面积为

𝑆的太阳帆以反射太阳光。太阳质量为𝑀，半径为𝑅，可将其视作表面温度为𝑇的理想黑体。

万有引力常量为𝐺，斯特藩-玻尔兹曼常数为𝜎，真空中光速为𝑐，已知𝑟 ≫ 𝑅。 

（1）不考虑除了光子的极端相对论效应以外的相对论效应，太阳帆对太阳光的反射为镜面

反射。太阳帆法线始终对准太阳。试计算由于太阳辐射而使太阳帆受到的力𝐹1。 

（2）在第（1）问的条件下，试计算飞行器的运行速度𝑣。 

（3）由于飞行器是在其本征参考系下将太阳帆表面的法线对准太阳辐射方向，这导致在太

阳系下，太阳帆的法线方向与太阳帆-太阳连线方向并不重合，而是有微小夹角𝛾。考虑最低

阶相对论修正，保留至𝑣/𝑐的一阶项，试计算该夹角𝛾。结果中不能包含𝑣。 

（4）由于𝛾的存在，反射光会对飞行器产生阻力。试计算阻力大小𝑓，保留至𝑣/𝑐的一阶项。

最终结果中不能包含𝑣。 

 

解：（1）单位时间到达太阳帆的辐射功率 

𝑃 = 4𝜋𝑅2𝜎𝑇4 ⋅
𝑆

4𝜋𝑟2
 

=
𝜎𝑇4𝑅2𝑆

𝑟2
(1) 

辐射被完全反射，产生压力 

𝐹1 =
2𝑃

𝑐
(2) 

代入𝑃得到 

𝐹1 =
2𝜎𝑇4𝑅2𝑆

𝑐𝑟2
(3) 

（2）飞行器还受到万有引力。对飞行器列径向动力学方程 

𝐺𝑀𝑚

𝑟2
−
2𝜎𝑇4𝑅2𝑆

𝑐𝑟2
=
𝑚𝑣2

𝑟
(4) 

解得飞行器速度 

𝑣 = √
𝐺𝑀

𝑟
−
2σ𝑇4𝑅2𝑆

𝑚𝑐𝑟
(5) 

（3）某一时刻，设一惯性系𝑆系相对太阳系静止，其原点在飞行器所处位置，飞行器速度方

向为𝑥轴，太阳-飞行器连线方向为𝑦轴。惯性系𝑆′系以恒定速度𝑣相对于𝑆系沿𝑥轴方向运动。 

此时刻，到达飞行器的太阳光在𝑆系下的速度分量为 

𝑐𝑥 = 0 (6) 

𝑐𝑦 = 𝑐 (7) 

在𝑆′系下，由洛伦兹速度变换公式，光的速度分量为 
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𝑐𝑥
′ = −𝑣 (8) 

𝑐𝑦
′ = 𝑐√1 −

𝑣2

𝑐2
(9) 

太阳帆在𝑆′系下法线沿该光线方向，换回至𝑆系，由于洛伦兹尺缩因子中的
𝑣2

𝑐2
是高阶小量可

略去，因此可忽略太阳帆的尺缩效应。夹角为 

𝛾 ≈ tan 𝛾 ≈
𝑐𝑥
′

𝑐𝑦′
≈
𝑣

𝑐
(10) 

代入𝑣表达式，得到 

𝛾 =
1

𝑐
√
𝐺𝑀

𝑟
−
2𝜎𝑇4𝑅2𝑆

𝑚𝑐𝑟
(11) 

（4）在太阳系下，由于太阳帆法线并不沿飞行器-太阳连线方向。反射光将对太阳帆造成阻

力。在考虑最低阶相对论修正的情况下，仅保留至
𝑣

𝑐
的一阶项，太阳系下可认为光遵循非相

对论条件下的镜面反射定律。 

𝑓 =
𝑃

𝑐
sin 2𝛾 (12) 

小量近似 

𝑓 ≈
2𝑃𝛾

𝑐
(13) 

代入𝛾、𝑃表达式得到 

𝑓 =
2𝜎𝑇4𝑅2𝑆

𝑐2𝑟2
√
𝐺𝑀

𝑟
−
2𝜎𝑇4𝑅2𝑆

𝑚𝑐𝑟
(14) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 10 分：（2）式 2 分，（1）（3）式各 4 分； 

第（2）问 7 分：（4）式 4 分，（5）式 3 分； 

第（3）问 13 分：（6）（7）式各 1 分，（8）（9）（10）（11）式各 2 分，提到忽略太阳帆的尺

缩效应 3 分； 

第（4）问 10 分：（12）（13）式各 2 分，（14）式 4 分，提到太阳系下光线遵循非相对论情

形镜面反射公式 2 分。 


