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第 12 届 CPHO-S 物理竞赛联考 

 理论试题参考答案及评分标准 

考试时间：2022 年 10 月 8 日 9:00—12:00 

命题人：甄林睿 孟飞扬 

陆金浩 罗民睿 

审题人：王梓人 孙烨皓 

一、（80 分） 

如图1.1所示，考虑一个由四段圆弧构成的均匀环，质量线密度为𝜆。其中两段圆弧半径

为𝑟1，对应的圆心角为2𝜃1，另两段半径𝑟2 > 𝑟1。只需考虑纯滚，且不考虑二阶以上近似。 

在第（1）（2）问中，各参数为𝑟2 = 2𝑟1 = 2𝑟, 𝜃1 = 𝜋/6； 

在第（4）（5）问中，为方便计算可以引入如下参数： 

𝑑1 = (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1 , 𝑑2 = (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 ,𝑚 = 𝜆(4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋

2
− 𝜃1)) (1.1) 

 

（1）求其绕中心的转动惯量𝐼。（以下各小问答案可保留𝐼） 

（2）当其在水平面上放置时，试给出所有可能的平衡位置，并说明其稳定性。对于稳定平

衡处，求其对应的小振动角频率。 

（3）求其在平面上滚动时质心C的轨迹𝑥(𝜑), 𝑦(𝜑)，只需计算𝜑 ∈ ⟦0,2𝜋⟧的情况。当在圆心为

O1、半径为𝑟1的圆弧上平衡时，环转过的角度𝜑 = 0；当𝜑 ∈ (−𝜃1, 𝜃1)时，其含义如图1.2所

示；而当𝜑 ∈ (𝜃1,𝜋 − 𝜃1)时，其含义如图1.3所示。 

（4）若其并非在平面上运动，而是被放置于曲率半径为𝜌的曲面上，试在曲面切线斜率为零

处重新讨论第（2）问。设曲率圆圆心在曲面上方时𝜌 > 0。 

（5）在第（4）问的基础上，该图形甚至可能在斜率非零处稳定平衡。设平衡时曲面切线与

水平方向夹角为𝜃，且环的质心与曲率中心的连线和竖直方向的夹角为𝜑。试给出平衡时两

角的关系，以及对于该处摩擦因数的要求。 

附加题（不计入总分）：在第（5）问的基础上，考虑若在平衡稳定时，求对于该处曲率半径

𝜌的要求及对应的振动角频率。答案可同时保留𝜃,𝜑 ∈ (−
𝜋

2
,
𝜋

2
)，即不过早要把纯滚方程代入。 

 

解：（1） 

 

 

 

 

 

𝑟1  

𝑟2  

𝑑1 

𝑑2  
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(𝑟1, 𝜃1)圆弧的质心与圆心距离𝑐1有 

2𝜋𝑐1 × 2𝑟1𝜃1 = 2𝜋𝑟1 × 2𝑟1 sin 𝜃1 (1) 

即 

𝑐1 = 𝑟1
sin 𝜃1
𝜃1

(2) 

类比得 

𝑐2 = 𝑟2
sin 𝜃2
𝜃2

(3) 

𝜃2 =
𝜋

2
− 𝜃1 (4) 

𝑑1, 𝑑2有 

𝑑1 = (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃2 (5) 

𝑑2 = (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃2 (6) 

那么，我们所要求的转动惯量有 

𝐼 = 2(𝐼1 + 𝜆𝑟12𝜃1 × (𝑐1 + 𝑑1)
2) + 2(𝐼2 + 𝜆𝑟22𝜃2 × (𝑑2 − 𝑐2)

2) (7) 

其中，𝐼1, 𝐼2为各弧对其质心的转动惯量，有 

𝐼1 + 𝜆𝑟12𝜃1𝑐1
2 = 𝜆𝑟12𝜃1𝑟1

2 (8) 

𝐼2 + 𝜆𝑟22𝜃2𝑐2
2 = 𝜆𝑟22𝜃2𝑟2

2 (9) 

综上 

𝐼 = 4𝜆

[
 
 
 
 
 𝑟1

3𝜃1 (1 −
sin2 𝜃1

𝜃1
2 ) + 𝑟1𝜃1 (

𝑟1 sin 𝜃1
𝜃1

+ (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1)

2

+

𝑟2
3 (
𝜋

2
− 𝜃1) (1−

cos2 𝜃1

(
𝜋
2 − 𝜃1)

2)+ 𝑟2 (
𝜋

2
− 𝜃1)(

𝑟2 cos𝜃1
𝜋
2
− 𝜃1

− (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1)

2

]
 
 
 
 
 

= 28.88𝜆𝑟3 (10)

 

（2）平衡位置处要求重力势能的一阶导为零，即质心与地面接触点连线垂直与地面。又由

于边缘为圆弧，有平面几何知，平衡时地面接触点、质心、圆心三点一线，所以平衡位置有

且仅有四处（两两全同），如图所示： 

 

取刚体在平衡位置附近转过小角度𝜑 ≪ 1的一阶近似，对于图一，取平衡位置为势能零点 

𝐸𝑝1 ≈ −
1

2
𝑚𝑔𝑑1𝜑

2 < 0 (11) 

对图二类似有 

𝐸𝑝2 ≈ +
1

2
𝑚𝑔𝑑2𝜑

2 > 0 (12) 

显然图一平衡不稳定，图二平衡稳定。 

图二中小振动时动能可表示为 

𝐸𝑘2 ≈
1

2
𝑚(𝑟2 − 𝑑2)

2𝜑̇2 +
1

2
𝐼𝜑̇2 (13) 

其中 
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𝑚 = 𝜆 (4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋

2
− 𝜃1)) (14) 

能量守恒即 

𝐸𝑝2 + 𝐸𝑘2 = 𝐸 = 𝐶onst. (15) 

联立（12）（13）（15）可得 

𝜔2 = 𝑔
𝑑2

(𝑟2 − 𝑑2)2 +
𝐼
𝑚

= 𝑔
(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1

(𝑟2 − (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1)2 +
𝐼

𝜆 (4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋
2 − 𝜃1))

𝜔 = 0.3160√
𝑔

𝑟
(16)

 

（3）考虑接触地面的点位于半径为𝑟1的圆弧上 

𝑣𝑥 = 𝑑1 cos 𝜑 𝜑̇ + 𝑟1𝜑̇ (17) 

𝑣𝑦 = −𝑑1 sin𝜑 𝜑̇ (18) 

𝜑如前，为偏离平衡位置的角度，积分得 

𝑥 = 𝑑1 sin𝜑 + 𝑟1𝜑 + 𝐶1 (19) 

𝑦 = 𝑑1 cos 𝜑 + 𝐶2 (20) 

选取弧𝑟1上平衡时地面接触点为零点后 

𝑥 = 𝑑1 sin𝜑 + 𝑟1𝜑 (21) 

𝑦 = 𝑑1 cos 𝜑 + 𝑟1 (22) 

类似可得 

𝑥 = −𝑑2 sin (𝜑 −
𝜋

2
)+ 𝑟2 (𝜑 −

𝜋

2
) + 𝐶1

′ (23) 

𝑦 = −𝑑2 cos (𝜑 −
𝜋

2
)+ 𝐶2

′ (24) 

代入𝜑 = 𝜃1 

𝑥 = 𝑑2 cos 𝜑 + 𝑟2𝜑 + (𝑟1 − 𝑟2)𝜃1 (25) 

𝑦 = −𝑑2 sin𝜑 + 𝑟2 (26) 

综上所述 

𝑥(𝜑) = {

(𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1 sin𝜑 + 𝑟1𝜑      − 𝜃1 < 𝜑 ≤ 𝜃1
(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 cos 𝜑 + 𝑟2𝜑 + (𝑟1 − 𝑟2)𝜃1 𝜃1 < 𝜑 ≤ 𝜋 − 𝜃1
𝑥(𝜑 ± 𝜋) ∓ (2𝑟1𝜃1 + 𝑟2(𝜋 − 2𝜃1))     𝑒𝑙𝑠𝑒

(27) 

𝑦(𝜑) = {

(𝑟2 − 𝑟1) cos𝜃1 cos 𝜑 + 𝑟1 − 𝜃1 < 𝜑 ≤ 𝜃1
−(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 sin𝜑 + 𝑟2          𝜃1 < 𝜑 ≤ 𝜋 − 𝜃1
𝑦(𝜑 ± 𝜋) 𝑒𝑙𝑠𝑒

(28) 

（4）（i）先讨论平衡点在弧𝑟1上时 

假设曲面向上弯曲时𝜌 > 0，纯滚有 

(𝜌 − 𝑟1)𝜃 = 𝑟1𝜑 (29) 

小角近似下，质心上升 

Δℎ =
1

2
(𝜌 − 𝑟1)𝜃

2 −
1

2
𝑑1𝜑

2 (30) 

稳定平衡要求其大于 0，即 

𝑟1 < 𝜌 < 𝑟1 +
𝑟1
2

𝑑1
= 𝑟1 +

𝑟1
2

(𝑟2 − 𝑟1) cos𝜃1
(31) 

已考虑到𝑑1 > 0的自带条件，则角频率 
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𝜔2 = 𝑔
(
𝑟1
2

𝜌 − 𝑟1
− 𝑑1)

(𝑟1 + 𝑑1)2 +
𝐼
𝑚

= 𝑔
(
𝑟1
2

𝜌 − 𝑟1
− (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1)

(𝑟1 + (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1)2 +
𝐼

𝜆 (4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋
2 − 𝜃1))

(32)
 

（ii）若平衡点在弧𝑟2上，同理可得 

(𝜌 − 𝑟2)𝜃 = 𝑟2𝜑 (33) 

Δℎ =
1

2
(𝜌 − 𝑟2)𝜃

2 +
1

2
𝑑2𝜑

2 (34) 

稳定平衡即 

𝜌 < 𝑟2 −
𝑟2
2

𝑑2
= 𝑟2 −

𝑟2
2

(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1
或𝜌 > 𝑟2 (35) 

角频率 

𝜔2 = 𝑔

𝑟2
2

𝜌 − 𝑟2
+ 𝑑2

(𝑟2 − 𝑑2)2 +
𝐼
𝑚

= 𝑔

𝑟2
2

𝜌 − 𝑟2
+ (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1

(𝑟2 − (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1)2 +
𝐼

𝜆 (4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋
2 − 𝜃1))

(36)
 

（5）（i）对于半径为𝑟1的圆弧，考虑一个小位移 

𝜌d𝜃 = 𝑟1(d𝜃 − 𝑑𝜑) (37) 

那么 

dℎ = (𝜌 − 𝑟1) sin 𝜃 d𝜃 − 𝑑1 sin𝜑 d𝜑 (38) 

由（37）（38）联立可得 

dℎ = −𝑟1 sin 𝜃 d𝜑 − 𝑑1 sin𝜑 d𝜑 = 0 (39) 

即 

sin𝜑 = −
𝑟1
𝑑1
sin 𝜃 (40) 

由摩擦角 

arctan 𝜇 =
𝑑1 sin(𝜃 − 𝜑)

𝑟1 + 𝑑1 cos(𝜃 − 𝜑)
(41) 

由（40）（41）联立可得 

𝜇𝑚𝑖𝑛 = tan |
(𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1 sin(𝜃 − 𝜑)

𝑟1 + (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1 cos(𝜃 − 𝜑)
| (42) 

再求导 

d2ℎ = (𝑟1 cos 𝜃
𝑟1

𝜌 − 𝑟1
− 𝑑1 cos 𝜑) (d𝜑)

2 (43) 

稳定平衡要求 

𝑟1 < 𝜌 < 𝑟1 +
𝑟1
2 cos 𝜃

𝑑1 cos 𝜑
= 𝑟1 +

𝑟1
2 cos𝜃

(𝑟2 − 𝑟1) cos𝜃1 cos 𝜑
(44) 

则 

𝐸 = [
1

2
𝐼(d𝜑̇)

2
+
1

2
𝑚(𝑟1

2 + 𝑑1
2 + 2𝑟1𝑑1 cos(𝜃 − 𝜑))(d𝜑̇)

2
] +

1

2
𝑚𝑔(

d2ℎ

d𝜑2
)(d𝜑)2 (45) 

故 
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𝜔2 =
𝑔 (𝑟1 cos 𝜃

𝑟1
𝜌 − 𝑟1

− 𝑑1 cos 𝜑)

𝐼 + 𝑚(𝑟1
2 + 𝑑1

2 + 2𝑟1𝑑1 cos(𝜃 − 𝜑))

=
𝑔 (𝑟1 cos 𝜃

𝑟1
𝜌 − 𝑟1

− (𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1 cos 𝜑)

𝐼 + 𝜆 (4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋
2 − 𝜃1)) (𝑟1

2 + ((𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1)
2
+ 2𝑟1(𝑟2 − 𝑟1) cos 𝜃1 cos(𝜃 − 𝜑))

(46)

 

同理，将1 → 2,𝑑1 → −𝑑2 

（ii）平衡条件 

sin𝜑 =
𝑟2
𝑑2
sin 𝜃 (47) 

摩擦因数 

𝜇𝑚𝑖𝑛 = tan |
−(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 sin(𝜃 − 𝜑)

𝑟2 − (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 cos(𝜃 − 𝜑)
| (48) 

稳定要求 

𝜌 > 𝑟2或𝜌 < 𝑟2 −
𝑟2
2 cos 𝜃

𝑑2 cos 𝜑
= 𝑟2 −

𝑟2
2 cos 𝜃

(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 cos 𝜑
(49) 

其中𝑟2 −
𝑟2
2 cos𝜃

𝑑2 cos𝜑
< 0自动成立 

𝜔2 =
𝑔 (𝑟2 cos 𝜃

𝑟2
𝜌 − 𝑟2

+ 𝑑2 cos 𝜑)

𝐼 + 𝑚(𝑟2
2 + 𝑑2

2 − 2𝑟2𝑑2 cos(𝜃 − 𝜑))

=
𝑔 (𝑟2 cos 𝜃

𝑟2
𝜌 − 𝑟2

+ (𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 cos 𝜑)

𝐼 + 𝜆 (4𝑟1𝜃1 + 4𝑟2 (
𝜋
2
− 𝜃1)) (𝑟2

2 + ((𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1)
2
− 2𝑟2(𝑟2 − 𝑟1) sin 𝜃1 cos(𝜃 − 𝜑))

(50)

 

 

评分标准：本题满分 80 分。 

第（1）问 12 分：（2）（3）（5）（6）（8）（9）式各 1 分，（10）式 6 分； 

第（2）问 18 分：图 2 平衡稳定 4 分，（12）（13）式各 4 分，（16）式 6 分； 

第（3）问 16 分：（21）（22）（25）（26）式各 2 分，（27）（28）式各 4 分； 

第（4）问 20 分：（31）（32）（35）（36）式各 5 分； 

第（5）问 14 分：（37）（38）（40）（41）（42）（47）（48）式各 2 分。 

 

二、（40 分） 

由麦克斯韦方程组可知，随时间变化的磁场会激发涡旋电场。我们平时仅对对称性较高

的情形做过一些讨论，然而对于一般情况的计算较少。因此，本题考虑无限空间中分布的时

变磁场𝐵⃗ = 𝐵⃗ (𝑟 , 𝑡)，其中𝑟 为位矢。作为简化，本题中磁场的时间变化率为常矢量，激发的涡

旋电场为稳恒场。所有的计算结果均用柱坐标系(𝜌,𝜙, 𝑧)表示。 

（1）（1.1）先计算对称性较高的情形：令 

𝐵⃗ = {
−𝑘0𝑡𝑧̂, 0 ≤ 𝜌 < 𝑅

0⃗ , 𝜌 > 𝑅 
(2.1) 

其中𝑘0为正常量。已知涡旋电场只有𝜙̂分量，试计算其激发的涡旋电场𝐸⃗ = 𝐸⃗ (𝑟 )。 

（1.2）去掉磁场，在空间中加入稳恒的电流密度分布 

𝑗 = {
𝑗0  𝑧̂, 0 ≤ 𝜌 < 𝑅

0⃗ , 𝜌 > 𝑅 
(2.2) 

计算其在空间中激发的静磁场𝐵⃗ = 𝐵⃗ (𝑟 )，与第（1.1）小问中的结果比较。 
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（2）实际上，研究感生电场时，考虑空间中无静电荷： 

∯𝐸⃗ ⋅ d𝜎 = 0, ∮ 𝐸⃗ ⋅ d𝑙 = ∬−
∂𝐵⃗ 

∂𝑡
⋅ d𝜎 (2.3.1) 

 而研究静磁场时，考虑空间中无时变电场： 

∯𝐵⃗ ⋅ d𝜎 = 0, ∮ 𝐵⃗ ⋅ d𝑙 = ∬𝜇0𝑗 ⋅ d𝜎 (2.3.2) 

 可以观察到（2.3.1）式与（2.3.2）式在形式上同构，而在相同的边界条件下（本题中为

无限空间），令𝜇0𝑗 → −
∂𝐵⃗ 

∂𝑡
后，对应电流分布的静磁场的解便可直接套用至涡旋电场中。由于

我们更熟悉静磁场的计算，这样能问题简化。 

 研究以下时变磁场分布： 

𝐵⃗ = −
𝑘𝑡

𝜌2
𝜖(𝜖 + cos 𝜙)

(1 + 𝜖 cos 𝜙)2
𝑧̂ = −

𝑘𝑡

𝜌2
d

d𝜙
(

𝜖 sin 𝜙

1+ 𝜖 cos 𝜙
) 𝑧̂ (2.4) 

 其中𝑘为正常量，𝜖为无量纲实数，0 < 𝜖 < 1。 

（2.1）为计算其激发的涡旋电场，先将其转化为已知稳恒电流分布求解静磁场问题。试给出

对应的稳恒电流分布。记新引入的一个电流量纲的物理量为𝐼0。 

（2.2）承第（2.1）小问，考虑(𝜌′, 𝜙′)处无穷长直电流在(𝜌,𝜙)处产生的磁场，再对全平面积

分，以计算上一问新的体系中(𝜌,𝜙)处总磁场𝐵⃗ 的径向分量𝐵𝜌。 

提示 1：计算二重积分时，先对𝜌′积分可以减小计算量。 

提示 2：∫
d𝑥

𝑥2+1

+∞

𝑎
=

𝜋

2
− arctan 𝑎，注意反正切函数的值域。当−

𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
时arctan tan 𝑥 = 𝑥。 

（2.3）回到原来的体系，显然有𝐸𝑧 = 0。求解𝐸𝜙时会遇到发散困难，但若稍微修改一下前述

磁场分布的定义，即先令0 ≤ 𝜌 < 𝜌0内为零，再令𝜌0 → 0，可以计算得到𝐸𝜙 = 0。再叠加下

述磁场 

𝐵⃗ = {
−
2𝑘𝑡

𝑅2
𝑧̂, 0 ≤ 𝜌 < 𝑅

0⃗ , 𝜌 > 𝑅 

, 𝑅 → 0 (2.5) 

 试求出涡旋电场线的形状方程，用𝜌 = 𝜌(𝜙)表示。若令𝜖 → 1，会得到什么结果？ 

 

解：（1）（1.1）由法拉第电磁感应定律 

𝜀 = −
d𝛷𝑚
d𝑡

(1) 

结合 

𝜀 = 2𝜋𝜌𝐸𝜙 

𝛷𝑚 = {
−𝜋𝜌2𝑘0 , 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅

− 𝜋𝑅2  𝑘0, 𝜌 > 𝑅
 

得到 

𝐸⃗ =

{
 

 
𝑘0𝜌

2
𝜙̂, 0 < 𝜌 ≤ 𝑅

𝑘0𝑅
2

2𝜌
𝜙̂, 𝜌 > 𝑅

(2) 

（1.2）由对称性，磁场仅有𝜙̂方向分量。由安培环路定律 

2𝜋𝜌𝐵 = 𝜇0𝐼 (3) 

结合 
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𝐼 = {
𝜋𝜌2𝑗0, 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅

𝜋𝑅2  𝑗0, 𝜌 > 𝑅
 

得到 

𝐵⃗ =

{
 

 
𝜇0𝑗0𝜌

2
𝜙̂, 0 < 𝜌 ≤ 𝑅

𝜇0𝑗0𝑅
2

2𝜌
𝜙̂, 𝜌 > 𝑅

(4) 

（2）（2.1）逆向使用题目所述规律，得到 

𝑗 (𝜌,  𝜙) =
𝐼0
𝜌2
⋅
𝜖(𝜖 + cos 𝜙)

(1 + 𝜖 cos𝜙)2
𝑧̂ (5) 

（2.2）考虑𝜌′ → 𝜌′ + d𝜌′,  𝜙′ → 𝜙′+ d𝜙′处无穷长直电流 

d𝐼 = 𝑗(𝜌′ , 𝜙′) ⋅ 𝜌′d𝜌′d𝜙′ =
𝐼0
𝜌′
⋅
𝜖(𝜖 + cos𝜙)

(1 + 𝜖 cos 𝜙)2
⋅ d𝜌′d𝜙′ 

在(𝜌,𝜙, 𝑧)处产生的磁场。大小为 

 

d𝐵 =
𝜇0
2𝜋

⋅
d𝐼

𝑙
(6) 

𝑙与磁场的方向如图3.1所示。 

 

径向分量  

d𝐵𝜌 = d𝐵 ⋅ sin 𝜃 (7) 

𝜃已经在图3.2中给出。 

记∆𝜙 = 𝜙′ − 𝜙，在如图3.2所示的矢量三角形中，由正弦定理 

𝜌′

sin 𝜃
=

𝑙

sin ∆𝜙
(8) 

余弦定理 

𝑙2 = 𝜌2 + 𝜌′2 − 2𝜌𝜌′ cos ∆𝜙 (9) 

消去𝑙与𝜃，得到 

d𝐵𝜌 =
𝜇0𝐼0
2𝜋

⋅
𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
⋅

sin(𝜙′− 𝜙)

𝜌2 + 𝜌′2 − 2𝜌𝜌′ cos(𝜙′ − 𝜙)
⋅ d𝜌′d𝜙′ (10.1) 

对全平面积分，得到 

𝐵𝜌 = ∫ [∫
1

𝜌2 + 𝜌′2 − 2𝜌𝜌′ cos(𝜙′ − 𝜙)
⋅ d𝜌′

+∞

0

] ⋅
𝜇0𝐼0
2𝜋

⋅
𝜖(𝜖 + cos 𝜙′) ⋅ sin(𝜙′− 𝜙)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
⋅ d𝜙′

2𝜋

0

(10.2) 

先积中括号内。利用提示 2，注意加绝对值，计算得到 



第 12 届 CPHO-S 物理竞赛联考 理论试题参考答案及评分标准 

By CPHO-S. All rights reserved. 

 8 / 19 

 

∫
1

𝜌2 + 𝜌′2 − 2𝜌𝜌′ cos(𝜙′ − 𝜙)
⋅ d𝜌′

+∞

0

= ∫
1

𝜌 sin|𝜙′ − 𝜙|
⋅
d (

𝜌′

𝜌 sin|𝜙′− 𝜙|
− cot|𝜙′ − 𝜙|)

(
𝜌′

𝜌 sin|𝜙 − 𝜙|
− cot|𝜙′− 𝜙|)

2

+ 1

+∞

−cot|𝜙′−𝜙|

=

𝜋
2 − arctan

(−cot|𝜙′− 𝜙|)

𝜌 sin|𝜙′ − 𝜙|
 

(11) 

注意余切函数的定义域和反正切函数的值域，对于−𝜋 + 𝜙 < 𝜙′ < 𝜋 + 𝜙的情形，化简为 

𝜋 − |𝜙′ − 𝜙|

𝜌 sin|𝜙′ − 𝜙|
(12) 

代入（10.2）式，调整积分的上下限，得到 

𝐵𝜌 =
𝜇0𝐼0
2𝜋𝜌

⋅ ∫
𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos𝜙′)2
⋅
(𝜋 − |𝜙′ − 𝜙|) sin|𝜙′ − 𝜙|

sin(𝜙′ − 𝜙)
d𝜙′

𝜋+𝜙

−𝜋+𝜙

(13) 

将积分拆成(−𝜋 + 𝜙,𝜙)与(𝜙, 𝜋 + 𝜙)两段，再处理得 

𝐵𝜌 =
𝜇0𝐼0
2𝜋𝜌

⋅ [∫
𝜋𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
d𝜙′

𝜋+𝜙

𝜙

−∫
𝜋𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
d𝜙′

𝜙

−𝜋+𝜙

−∫
(𝜙′ − 𝜙)𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
d𝜙′

𝜋+𝜙

−𝜋+𝜙

](14) 

其中括号中第一、二项同构，由题目可知 

∫
𝜋𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
d𝜙′

𝜋+𝜙

𝜙

−∫
𝜋𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
d𝜙′

𝜙

−𝜋+𝜙

= (
𝜋𝜖 sin 𝜙′

1 + 𝜖 cos 𝜙′
)|
𝜙

𝜋+𝜙

− (
𝜋𝜖 sin𝜙′

1 + 𝜖 cos 𝜙′
)|
−𝜋+𝜙

𝜙

= −2𝜋𝜖 sin𝜙 ⋅ (
1

1 + 𝜖 cos 𝜙
+

1

1 − 𝜖 cos 𝜙
) 

(15.1) 

第三项，分部积分 

−∫
(𝜙′− 𝜙)𝜖(𝜖 + cos 𝜙′)

(1 + 𝜖 cos 𝜙′)2
d𝜙′

𝜋+𝜙

−𝜋+𝜙

= − [
(𝜙′ − 𝜙)𝜖 sin𝜙′

1 + 𝜖 cos 𝜙′
]|
−𝜋+𝜙

𝜋+𝜙

+∫
𝜖 sin𝜙′

1 + 𝜖 cos 𝜙′
d𝜙′

𝜋+𝜙

−𝜋+𝜙

=
2𝜋𝜖 sin𝜙

1 − 𝜖 cos 𝜙
(15.2) 

代回化简得到最终结果 

𝐵𝜌 = −
𝜇0𝐼0
𝜌

⋅
𝜖 sin𝜙

1 + 𝜖 cos 𝜙
(16) 

（2.3）回到原来的体系，感生电场分布为 

𝐸1⃗⃗⃗⃗ = −
𝑘

𝜌
⋅

𝜖 sin 𝜙

1 + 𝜖 cos 𝜙
𝜌 

再叠加上题干中的时变磁场产生的涡旋电场（套用（1）中结论） 

𝐸2⃗⃗⃗⃗ =
𝑘

𝜌
𝜙̂ 

得到 

𝐸⃗ = −
𝑘

𝜌
⋅

𝜖 sin𝜙

1 + 𝜖 cos 𝜙
𝜌 +

𝑘

𝜌
𝜙̂ (17) 

电场强度矢量在𝑧 = Const.的平面内，相应地所有电场线也在这样的平面内。 
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电场强度矢量的方向即为电场线切线方向 

d𝜌

𝜌d𝜙
=
𝐸𝜌

𝐸𝜙
(18) 

代入𝐸⃗ 表达式，化简得到 

d𝜌

𝜌d𝜙
= −

𝜖 sin𝜙

1 + 𝜖 cos 𝜙
(19) 

分离变量积分得到 

𝜌 = 𝜌0(1 + 𝜖 cos 𝜙) (20) 

𝜌0为积分常数。(𝜌0 > 0) 

令𝜖 → 1，得到 

𝜌 = 𝜌0(1 + cos 𝜙) (21) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 10 分： 

第（1.1）问 5 分：（1）式 2 分，（2）式 3 分； 

第（1.2）问 5 分：（3）式 2 分，（4）式 3 分； 

第（2）问 30 分： 

第（2.1）问 3 分：（5）式 3 分； 

第（2.2）问 17 分：（6）（7）（8）（9）式各 2 分，（10.1）（10.2）（11）（12）（13）（14）（15.1）

（15.2）（16）式各 1 分； 

第（2.3）问 10 分：（17）（18）（19）（20）（21）式各 2 分。 

 

 

三、（40 分） 

小H有一个𝑁缝光栅，光栅常数为2𝐿，每个衍射单元的透射率如图3.1所示。小H用波长

为𝜆的单色光垂直照射光栅，并在光栅后放置了一个焦距为𝑓的透镜L1。本题仅考虑夫琅禾

费衍射。 

（1）求出每个衍射单元的衍射因子。 

（2）求出光强随角度变化规律，用单缝主极大光强𝐼0表示，并分析主极大的位置。 

（3）假设𝑁很大，可以看作有无穷多的缝。小H将透镜L1放在光栅后距离光栅𝑓处，并又找

了一个焦距相同的透镜L2放置在L1后2𝑓处，在L2后𝑓处放置了一个像屏。小H还在L1后𝑓处

放置了一个光阑，将衍射角sin 𝜃 > 𝜆/𝐿的光全部挡住了。求出像屏上的相对亮度分布。 
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解：（1）对单缝进行振幅的衍射积分，将振幅记为𝑈。 

𝑈 ∝ ∫ 𝑡(𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑥sin𝜃d𝑥
𝐿

−𝐿

(1) 

透射率函数为 

𝑡(𝑥) = 1 −
|𝑥|

𝐿
, |𝑥| < 𝐿 (2) 

𝑈 ∝ ∫ (1 −
|𝑥|

𝐿
)𝑒−𝑖𝑘𝑥sin 𝜃d𝑥

𝐿

−𝐿

= 2∫ (1 −
𝑥

𝐿
) cos(𝑘𝑥 sin 𝜃)d𝑥

𝐿

0

= 2[
sin(𝑘𝑥 sin 𝜃)

𝑘 sin 𝜃
−
1

𝐿
(
cos(𝑘𝑥 sin 𝜃)

𝑘2sin2𝜃
+
𝑥 sin(𝑘𝑥 sin 𝜃)

𝑘 sin 𝜃
)]0
𝐿

= 2𝐿(
sin𝛼

𝛼
−
cos𝛼 − 1

𝛼2
−
sin 𝛼

𝛼
) = 4𝐿

sin2
𝛼
2

𝛼2
∝ (

sin
𝛼
2

𝛼
2

)2          (3) 

𝛼 = 𝑘𝐿 sin 𝜃 =
2𝜋𝐿sin 𝜃

𝜆
(4) 

𝐼′ ∝ 𝑈2 ∝ (
sin

𝛼
2

𝛼
2

)

4

(5) 

即单缝衍射因子为 

(
sin

𝛼
2

𝛼
2

)

4

(6) 

光栅的干涉因子为 

(
sin𝑁𝛼

sin𝛼
)

2

(7) 

𝐼 = 𝐼0(
sin

𝛼
2

𝛼
2

)

4

(
sin𝑁𝛼

sin𝛼
)

2

(8) 

（2）衍射极小（缺级）发生在 

𝛼 = 2𝜋𝑚 (𝑚 ∈ 𝑍, 𝑚 ≠ 0) (9) 

可以看出非0级的偶数级主极大均缺失。主极大位置为 

𝛼 = 0,±𝜋,±3𝜋,±5𝜋,⋯ (10) 

（3）光栅通过两个透镜在像屏上成等大的像。光阑所在平面为频谱面，频谱面上的每个主

极大对应一个频率信息。像的高频部分被光阑挡住了，只留下低频部分通过。不难得到只有

0级和±1级主极大的光通过了光阑。 

方法 1：分析各主极大处的振幅分布。 

因为各主极大处干涉因子相同，所以我们只分析衍射因子。第𝑚级主极大处的振幅正比于 

𝐴𝑚 = (
sin

𝛼
2

𝛼
2

)

2

|𝛼=𝑚𝜋 = {

1, (𝑚 = 0)

0, (𝑚 = ±2𝑚′ ,𝑚′ ∈ 𝑁+)

4

𝑚2𝜋2
, (𝑚 = 2𝑚′ + 1,𝑚′ ∈ 𝑍)

(11) 

𝐴1 = 𝐴−1 =
4

𝜋2
(12) 

𝑈′ ∝ 𝐴0 + 𝐴1𝑒
−𝑖
𝜋𝑥
𝐿 + 𝐴−1𝑒

𝑖
𝜋𝑥
𝐿 = 1+

8

𝜋2
cos

𝜋𝑥

𝐿
(13) 
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𝐼′ ∝ 𝑈′
2
∝ (1 +

8

𝜋2
cos

𝜋𝑥

𝐿
)

2

(14) 

方法 2：通过傅里叶展开求出系数。 

𝐴0是直流分量的大小，即是的𝑡(𝑥)平均值。 

𝐴0 =
1

2
(15) 

𝑡(𝑥)是偶函数，应该将其展开成余弦级数。 

𝐴𝑚 =
1

𝐿
∫ 𝑡(𝑥) cos

𝑚𝜋𝑥

𝐿
d𝑥

𝐿

−𝐿

=
2

𝐿
∫ (1−

𝑥

𝐿
) cos

𝑚𝜋𝑥

𝐿
d𝑥

𝐿

0

=
sin2 (

𝑚𝜋𝑥
2𝐿 )

(
𝑚𝜋𝑥
2𝐿 )

2 |𝑥=𝐿 =
4sin2 (

𝑚𝜋
2 )

𝑚2𝜋2
(16) 

从这里可以很清楚地看到𝑚为非0的偶数时𝐴𝑚 = 0，即非0的偶数级全部缺级。 

𝐴1 =
4

𝜋2
(17) 

像平面上的振幅分布 

𝑈′ ∝ 𝐴0 + 𝐴1cos
𝜋𝑥

𝐿
=
1

2
+
4

𝜋2
cos

𝜋𝑥

𝐿
(18) 

𝐼′ ∝ 𝑈′2 ∝ (1 +
8

𝜋2
cos

𝜋𝑥

𝐿
)
2

(19) 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）问 11 分：（1）式 3 分，（3）（5）式各 4 分； 

第（2）问 9 分：（8）（9）（10）式各 3 分； 

第（3）问 20 分：方法 1：（11）（12）（13）（14）式各 5 分；方法 2：（16）（17）（18）（19）

式各 5 分。 

 

四、（100 分） 

转子发动机（Wankel Engine）是由德国人菲加士·汪克尔（Felix Wankel）所发明。他

在总结前人工作的基础上，解决了一些关键技术问题，成功研制了第一台转子发动机。转子

发动机采用三角转子旋转来控制压缩和排放，如图4.1所示，与传统的往复活塞式发动机的

直线运动迥然不同。 

 

转子发动机的运动特点是：三角转子的中心绕输出轴中心公转的同时，三角转子本身又

绕其中心自转。这样使得三角转子顶点的运动轨迹（即汽缸壁的形状）似“8”字形。三角

转子把汽缸分成三个独立空间，三个空间各自先后完成进气、压缩、做功和排气，三角转子

自转一周，发动机点火做功三次。 

https://baike.baidu.com/item/%E8%BF%90%E5%8A%A8%E8%BD%A8%E8%BF%B9
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（1）转子发动机的简化几何结构如图4.2所示。中心齿轮固定在缸体上，其中心为P；正三

角形ABC中心为O，同样也是内齿圈的中心。内齿圈与中心齿轮啮合于Q，转子中心半径3𝑟圆

柱体内壁只有与中心齿轮接触部分为内齿圈，其余部分光滑。圆弧AB圆心为C；圆弧BC圆心

为A；圆弧AC圆心为B；ABC三点与缸体外壳接触点密封良好且无相互作用力。传动轴顶部圆

柱体半径略小于3𝑟，与转子接触点保持光滑，中心齿轮与传动轴不接触。设AO = 𝑎，PQ =

2OP = 2𝑟。 

（1.1）设𝜃为OP相对𝑦轴转过的角度，𝜃 = 0时A,O, P, Q均在𝑦轴上。以𝜃为参数，在直角坐标

系下，写出A点运动轨迹的参数方程𝑥(𝜃),𝑦(𝜃)，此即缸体内壁的方程。 

（1.2）设缸体内壁深（即转子的高）为𝑑，工作室AB容积𝑉(𝜃)与角度𝜃的关系为 

𝑉(𝜃) = 𝜋𝑟2𝑑 −
𝜋𝑎2𝑑

6
+
√3

2
𝑎2𝑑 −

9𝑟𝑎𝑑

4
sin (

2𝜃

3
)−

3√3𝑟𝑎𝑑

4
cos (

2𝜃

3
) (4.1) 

根据上述表达式，给出𝑉的极大值𝑉+、极小值𝑉−，以及对应的𝜃的值。 

（1.3）设工作室AB内气体压强𝑃 = 𝑃(𝜃)。在转子匀速转动时，求出传动轴上的外力矩𝑀 =

𝑀(𝜃)。答案可含𝑃(𝜃 + 𝜑)，其中𝜑为任意常数。注意一共有三个工作室。 

 

（2）气缸中燃料X燃烧的热化学方程式为 

𝑡1𝑋(𝑔) + 𝑡2𝑂2(𝑔) = 𝑡3𝐶𝑂2(𝑔) + 𝑡4𝐻2𝑂(𝑔) ∆𝐻 = −𝐻0(J/mol) 

其中焓𝐻 = 𝑈 + 𝑃𝑉，𝑈为内能，负号表示反应放热。本题中𝐻0 > 0可近似视为常数。设

参数𝜇 =
𝑡3+𝑡4

𝑡1+𝑡2
, ℎ =

𝐻0

𝑡1+𝑡2
。进气口、排气口、点火器坐标分别为(−

√3

2
𝑎,
1

2
𝑎 − 𝑟) , (−

√3

2
𝑎,−

1

2
𝑎 +

𝑟) , (
√3

2
𝑎,
1

2
𝑎 − 𝑟)。 

已知进气口处气体压强为𝑃1，出气口处气体压强为𝑃0。进入气缸的气体均为𝑡1: 𝑡2的温度

为𝑇0的𝑋 − 𝑂2混合气体，等压摩尔热容𝐶𝑣,𝑚 = 𝛼𝑅。排出的气体均为𝑡3: 𝑡4的𝐶𝑂2 − 𝐻2𝑂(𝑔)混

合气体，等压摩尔热容𝐶𝑣,𝑚 = 𝛽𝑅。全过程中水保持气态，所有气体均为理想气体。 

对于AB工作室，循环分为如下几个部分： 

步骤 1：𝜃 = −5𝜋/2，关闭排气口，打开进气口，工作室内气压瞬间变为𝑃1，此时温度分

布不均匀； 

步骤 2：𝜃 = −𝜋，关闭进气口，工作室内气体已达热力学平衡，此时温度已均匀分布，

然后气体绝热压缩； 

步骤 3：𝜃 = 𝜋/2，点火，发生反应可视为瞬时完成，反应前后焓不变，然后气体绝热膨

胀； 

步骤 4：𝜃 = 2𝜋，打开排气口，工作室内气压瞬间变为𝑃0，可视作气体瞬间绝热膨胀； 

步骤 5：𝜃 = 7𝜋/2，关闭排气口，打开进气口，即回到步骤 1。 

参数：𝜇 = 0.937500,ℎ = 284.3750 kJ/mol,𝑃0 = 101325.0 Pa, 𝑃1 = 70000 Pa, 𝛼 = 2.53125,          

      𝛽 = 2.76667,𝑉+ = 900.000 mL, 𝑉− = 200.000 mL, 𝑇0 = 320.000 K. 

本问答案均保留 6 位有效数字。 

（2.1）设𝜃 = −5𝜋/2时工作室AB内有摩尔数为𝑛𝑓（未知）、温度为𝑇𝑓（未知）的𝑡3: 𝑡4的𝐶𝑂2 −

𝐻2𝑂(𝑔)混合气体，𝜃 = −5𝜋/2到𝜃 = −𝜋过程中共有𝑛1 = 0.0163735 mol混合燃气进入工作

室AB，且𝜃 = −𝜋时工作室内气体温度𝑇1。 

请利用热力学第一定律求出𝑛𝑓和𝑇1。设𝜃 = −𝜋时，混合气体满足𝐶𝑣,𝑚 = 𝛾𝑅，求𝛾的表达

式，用𝛼, 𝛽, 𝜇, ℎ, 𝑉+, 𝑉−, 𝑃0, 𝑃1, 𝑛1, 𝑇0表示，并代入数值计算𝛾的值。 

（2.2）请求出𝜃 = 𝜋/2点火后气体的温度𝑇2，压强𝑃2表达式，用𝛼, 𝛽, 𝜇, ℎ, 𝑉+, 𝑉−, 𝑃0, 𝑃1, 𝑛1, 𝑇0,

表示，并代入数值计算𝑃2的值。 

（2.3）设𝜃 = 7𝜋/2循环结束时，工作室内气体温度仍为𝑇𝑓，求𝑛1满足的方程。此时由于
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𝑇2, 𝑃2, 𝑛𝑓与𝑛1关系已知，因此可直接用𝑇2,𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑛𝑓 , 𝛼, 𝛽表示。 

（2.4）求工作室AB内气体压强𝑃 = 𝑃(𝜃)，用𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜃, 𝑉+, 𝑉−, 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2表示。 

 

解：（1）（1.1）根据几何关系，可以直接写出： 

𝑥 = 𝑎 sin (
𝜃

3
)+ 𝑟 sin 𝜃 (1) 

𝑦 = 𝑎 cos (
𝜃

3
) + 𝑟 cos 𝜃 (2) 

（1.2） 

𝑉 = 𝜋𝑟2𝑑 −
𝜋𝑎2𝑑

6
+
√3

2
𝑎2𝑑 −

3√3𝑟𝑎𝑑

2
cos (

2𝜃 − 𝜋

3
) (3) 

𝑉+ = 𝜋𝑟2𝑑 −
𝜋𝑎2𝑑

6
+
√3

2
𝑎2𝑑 +

3√3𝑟𝑎𝑑

2
, 𝜃 = −𝜋, 2𝜋(+6𝑘𝜋) (4) 

𝑉− = 𝜋𝑟2𝑑 −
𝜋𝑎2𝑑

6
+
√3

2
𝑎2𝑑 −

3√3𝑟𝑎𝑑

2
, 𝜃 =

𝜋

2
,
7𝜋

2
(+6𝑘𝜋) (5) 

𝑘为整数。 

（1.3）由于转子匀速转动，分析转子绕质心的转动力矩可知Q点无切向作用力。则考虑传动

轴受转子的压力 

 

𝑀(𝜃) = 𝑁𝑟 cos 𝜑 = 𝑁 ′𝑟 (6) 

可以只分析垂直OP方向转子受力。 

根据对称性得 

   𝑁 ′ = √3𝑎𝑑 (𝑃(𝜃)sin (
2𝜃 − 𝜋

3
) + 𝑃(𝜃 + 2𝜋)sin (

2𝜃 + 3𝜋

3
)+ 𝑃(𝜃 + 4𝜋)sin (

2𝜃 + 7𝜋

3
))       

𝑀 = √3𝑎𝑑𝑟 (𝑃(𝜃)sin (
2𝜃 − 𝜋

3
)+ 𝑃(𝜃 + 2𝜋) sin (

2𝜃 + 3𝜋

3
)+ 𝑃(𝜃 + 4𝜋) sin (

2𝜃 + 7𝜋

3
)) (7) 

[解法（二） 

使用功能原理， 

𝑀d𝜃 = −d𝑊 = −[𝑃(𝜃)𝑉′(𝜃) + 𝑃(𝜃 + 2𝜋)𝑉′(𝜃 + 2𝜋)+ 𝑃(𝜃 + 4𝜋)𝑉 ′(𝜃 + 4𝜋)]d𝜃 (6) 

结合 

𝑉 ′(θ) = √3𝑎𝑑𝑟 sin (
2𝜃 − 𝜋

3
) 

得到 

𝑀 = √3𝑎𝑑𝑟 (𝑃(𝜃)sin (
2𝜃 − 𝜋

3
)+ 𝑃(𝜃 + 2𝜋) sin (

2𝜃 + 3𝜋

3
)+ 𝑃(𝜃 + 4𝜋) sin (

2𝜃 + 7𝜋

3
)) (7) 

] 

（2）（2.1）对于理想气体 

𝑃0𝑉− = 𝑛𝑓𝑅𝑇𝑓 (8) 

𝑃1𝑉+ = 𝑛𝑓𝑅𝑇1 + 𝑛1𝑅𝑇1 (9) 
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进气口对工作室AB做功𝑊1 = 𝑃1∆𝑉1 = 𝑛1𝑅𝑇0，工作室AB对外做功𝑊2 = 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−), 

热力学第一定律得 

(1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0 + 𝛽𝑛𝑓𝑅𝑇𝑓 − 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−) = 𝛽𝑛𝑓𝑅𝑇1 + 𝛼𝑛1𝑅𝑇1 (10) 

由定义易得 

𝛽𝑛𝑓 + 𝛼𝑛1

𝑛𝑓 + 𝑛1
= 𝛾 (11) 

解得 

𝛾 =
(1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0 + 𝛽𝑃0𝑉− − 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−)

𝑃1𝑉+
(12) 

𝑛𝑓 =
𝛽𝑃0𝑉− − 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−) − 𝛼𝑃1𝑉+ + (1+ 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0
𝛽𝑃1𝑉+ − 𝛽𝑃0𝑉− + 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−) − (1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0

𝑛1 (13) 

𝑇1 =
𝛽𝑃1𝑉+ − 𝛽𝑃0𝑉− + 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−) − (1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0

(𝛽 − 𝛼)𝑛1𝑅
(14) 

𝛾 = 2.55399 (15) 

𝑛𝑓 = 1.75045 × 10−3 mol (16) 

𝑇1 = 418.074 K (17) 

（2.2）考虑绝热压缩 

𝑃 =
𝑃1𝑉+

𝛾+1
𝛾

𝑉
𝛾+1
𝛾

 

得点燃前温度 

𝑇1
′ = 𝑇1 (

𝑉+
𝑉−
)

1
𝛾

(18) 

焓不变，得 

𝐻 = (𝛾 + 1)(𝑛𝑓 + 𝑛1)𝑅𝑇1
′+ 𝑛1ℎ = (𝛽 + 1)(𝑛𝑓 + 𝜇𝑛1)𝑅𝑇2 (19) 

             𝑇2 =
ℎ + (

 𝑃1𝑉+
𝑛1

) (1 +
(1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0 + 𝛽𝑃0𝑉− − 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−)

𝑃1𝑉+
) (
𝑉+
𝑉−
)

𝑃1𝑉+
(1+𝛼)𝑛1𝑅𝑇0+𝛽𝑃0𝑉−−𝑃1(𝑉+−𝑉−)

𝑅(𝛽 + 1) (𝜇 +
𝛽𝑃0𝑉− − 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−) − 𝛼𝑃1𝑉+ + (1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0
𝛽𝑃1𝑉+ − 𝛽𝑃0𝑉− + 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−) − (1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0

)

(20) 

𝑃2 =
ℎ + (

 𝑃1𝑉+
𝑛1

) (1 +
(1 + 𝛼)𝑛1𝑅𝑇0 + 𝛽𝑃0𝑉− − 𝑃1(𝑉+ − 𝑉−)

𝑃1𝑉+
) (
𝑉+
𝑉−
)

𝑃1𝑉+
(1+𝛼)𝑛1𝑅𝑇0+𝛽𝑃0𝑉−−𝑃1(𝑉+−𝑉−)

(𝛽 + 1)𝑉−
𝑛1 (21)

 

𝑇2 = 762.076 K (22) 

𝑃2 = 5.41769 × 105 Pa (23) 

（2.3）考虑绝热膨胀，打开放气口，𝑃 = 𝑃0 

𝑃0𝑉−
𝑛𝑓𝑅

= 𝑇𝑓
′ = 𝑇2 (

𝑃0
𝑃2
)

1
𝛽+1

(24) 

（2.4） 

                                                     𝑉(𝜃) =
𝑉+ + 𝑉−
2

−
𝑉+ − 𝑉−
2

cos(
2𝜃 − 𝜋

3
)                                               
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𝑃(𝜃) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑃1, −5𝜋/2 ≤ 𝜃 < −𝜋

𝑃1
𝑉+

1
1+𝛾

(
𝑉+ + 𝑉−
2 −

𝑉+ − 𝑉−
2 cos (

2𝜃 − 𝜋
3 ))

1
1+𝛾

,  −𝜋 ≤ 𝜃 < 𝜋/2

𝑃2
𝑉−

𝛽+1
𝛽

(
𝑉+ + 𝑉−
2 −

𝑉+ − 𝑉−
2 cos (

2𝜃 − 𝜋
3 ))

𝛽+1
𝛽

, 𝜋/2 ≤ 𝜃 < 2𝜋

𝑃0, 2𝜋 ≤ 𝜃 < 7𝜋/2

(25) 

评分标准：本题满分 100 分。 

第（1）问 32 分： 

第（1.1）小问 8 分：（1）（2）式各 4 分； 

第（1.2）小问 9 分：（3）（4）（5）式各 3 分； 

第（1.3）小问 15 分：（6）式 7 分，（7）式 8 分； 

第（2）问 68 分： 

第（2.1）小问 34 分：（8）（9）（10）（11）式各 4 分，（12）（13）（14）（15）（16）（17）

式各 3 分； 

第（2.2）小问 18 分：（18）式 2 分，（19）式 4 分，（20）（21）（22）（23）式各 3 分； 

第（2.3）小问 4 分：（24）式 4 分； 

第（2.4）小问 12 分：（25）式每个区间对应表达式各 3 分。 

后记：可以尝试验证（3）式，提示：封闭图形𝑆 = ∮𝑦d𝑥。 

 

五、（60 分） 

广义相对论中，任何观测者所持的任何一种作周期运动的真实装置，都可以作为他的标

准钟。此钟所记录的时间，就是他的固有时，也就是他真实经历的时间。同时，空间任意两

点间的时空距离与它们的时空坐标之间由度规𝑔𝑖𝑗联系，即： 

d𝑠2 =∑∑𝑔𝑖𝑗d𝑥
𝑖d𝑥𝑗

3

𝑗=0

3

𝑖=0

(5.1) 

在此题中，设𝑥0为时间坐标，而𝑥1, 𝑥2, 𝑥3为三个空间坐标，并且𝑔00 < 0。 

对于一个观测者来说，上式表明了它世界线的长度。广义相对论中，世界线的长度是用

它的标准钟的读数来参数化的。这样，固有时间就与自然世界线的长度成正比了。因此可以

定义： 

d𝜏 = 𝑖
d𝑠

𝑐
(5.2) 

其中d𝜏为固有时的微分，𝑖2 = −1。 

广义相对论中，还存在一种虚构的坐标钟，满足： 

d𝑡 =
d𝑥0

𝑐
(5.3) 

（1）假设观测者相对空间保持静止，即𝑥1, 𝑥2, 𝑥3不变，求观测者所持的标准钟与坐标钟的

钟速之比
d𝜏

d𝑡
，用𝑐和𝑔𝑖𝑗的分量表示。 

（2）对于狭义相对论研究的惯性系，存在以下关系： 

d𝑠2 = −(d𝑥0)2 + (d𝑥1)2 + (d𝑥2)2 + (d𝑥3)2 (5.4) 

一个观测者相对于该惯性系以速度𝑣运动，求观测者所持的标准钟与坐标钟的钟速之比
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d𝜏

d𝑡
，用𝑐和𝑣表示。 

（3）假设有一个圆盘绕坐标原点相对惯性系以角速度𝜔旋转，圆盘半径𝑅满足𝜔𝑅 < 𝑐，圆盘

上的时空由非转动的正交惯性系的坐标(𝑡′, 𝑟′, 𝜃′, 𝑧′)描述，满足坐标变换： 

{

𝑥0 = 𝑐𝑡′
𝑥1 = 𝑟′ cos(𝜃′ + 𝜔𝑡′)

𝑥2 = 𝑟′ sin(𝜃′ + 𝜔𝑡′)

𝑥3 = 𝑧′

(5.5) 

用d𝑡′, d𝑟′, d𝜃′, d𝑧′为四维坐标表示d𝑠2，并写出𝑔𝑖𝑗的非零分量。在圆盘系中使用（5.1）式

时，其中的d𝑥0 = d𝑡′，d𝑥1 = d𝑟′，d𝑥2 = d𝜃′，d𝑥3 = d𝑧′。 

 

在以下小问中，均使用爱因斯坦求和规则，即重复的上下指标代表求和。但默认求和只

对1,2,3下标进行，即： 

𝑔0𝑖d𝑥
𝑖 = 𝑔01d𝑥

1 + 𝑔02d𝑥
2 + 𝑔03d𝑥

3 (5.6) 

（4）广义相对论中固有距离和标准时之间通过光速𝑐联系如下： 

如图 5所示，A与B是两个空间上相距无穷近的相对空间静止的点，满足： 

𝑥𝐵
𝑖 − 𝑥𝐴

𝑖 = d𝑥 𝑖(𝑖 = 1,2,3) (5.6) 

一束光从A射向B，再从B反射回A，这个过程由A点标准钟测量耗时为Δ𝜏，则AB之间的

纯空间距离满足： 

d𝑙 =
𝑐Δ𝑡

2
(5.7) 

已知对于光，世界线方程为d𝑠2 = 0。而纯空间距离可以写作d𝑙2 = 𝛾𝑖𝑗d𝑥
𝑖d𝑥𝑗，求其中各

系数𝛾𝑖𝑗，用𝑔𝑖𝑗表示。 

 
（5）利用狭义相对论的“尺缩”原理，推导第（3）小问中旋转圆盘的固有周长。 

（6）利用第（4）小问中所给的公式，推导第（3）小问中旋转圆盘的固有周长。 

（7）已知相对某一坐标系某一点的速度满足如下定义： 

𝑣 = 𝑐
d𝑙

√−𝑔00d𝑥0 −
𝑔0𝑖d𝑥𝑖

√−𝑔00

(5.8)
 

一个人以相对圆盘的速度𝑣绕圆盘边缘𝑟 = 𝑅转了一周，此时𝜃会变化2𝜋。分两种情况求

从地面上静止的观测者看来这个人转一圈回到起点所用的时间。 

（8）直接用狭义相对论的速度变换讨论第（7）小问中的问题，分两种情况求从地面上静止

的观测者看来这个人转一圈所用的时间。 

（9）在第（8）小问中，你所取的圆盘周长为何值？为什么？ 
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解：（1）空间上不发生移动，即d𝑥 𝑖 = 0(𝑖 = 1,2,3) 

d𝜏 = 𝑖
d𝑠

𝑐
= √−𝑔00

dx0

𝑐
= √−𝑔00d𝑡 (1) 

得到 

d𝜏

d𝑡
= √−𝑔00 (2) 

（2）改写得到 

                           

−𝑐2d𝜏2 = −𝑐2d𝑡2 + (d𝑥1)2 + (d𝑥2)2 + (d𝑥3)2 (3) 

由已知得 

(d𝑥1)2 + (d𝑥2)2 + (d𝑥3)2 = 𝑣2d𝑡2 (4) 

代入得 

d𝜏

d𝑡
= √1 −

𝑣2

𝑐2
 

（3）由题可得 

d𝑥0 = 𝑐d𝑡 (5) 

d𝑥1 = cos(𝜃 + 𝜔𝑡)d𝑟 − sin(𝜃 + 𝜔𝑡)d𝜃 − 𝜔sin(𝜃 + 𝜔𝑡)d𝑡 (6) 

d𝑥2 = sin(𝜃 + 𝜔𝑡)d𝑟 + cos(𝜃 + 𝜔𝑡)d𝜃 + 𝜔cos(𝜃 + 𝜔𝑡)d𝑡 (7) 

d𝑥3 = d𝑧 (8) 

代入 

d𝑠2 = −(d𝑥0)2 + (d𝑥1)2 + (d𝑥2)2 + (d𝑥3)2 

得 

d𝑠2 = −𝑐2 (1−
𝑟2𝜔2

𝑐2
)d𝑡2 + d𝑟2 + 𝑟2d𝜃2 + d𝑧2 + 2𝜔𝑟2d𝑡d𝜃 (9) 

即 

𝑔00 = −𝑐
2 (1 −

𝑟2𝜔2

𝑐2
) 

𝑔11 = 1 

𝑔22 = 𝑟2 

𝑔33 = 1 

𝑔02 = 𝑔20 = 𝑟2𝜔 (10) 

（4）由 

                                                       d𝑠2 = 𝑔00(d𝑥
0)2 + 2𝑔0𝑖d𝑥

0d𝑥𝑖 + 𝑔𝑖𝑗d𝑥
𝑖d𝑥𝑗  = 0                    (11) 

得到光由A到B（已舍去不合理的解） 

                                                    d𝑥1
0 =

−𝑔0𝑖d𝑥
𝑖 +√(𝑔0𝑖𝑔0𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝑔00)d𝑥

𝑖d𝑥𝑗

𝑔00
                                (12) 

用−d𝑥 𝑖代替d𝑥 𝑖得由B到A 

d𝑥2
0 =

𝑔0𝑖d𝑥
𝑖 +√(𝑔0𝑖𝑔0𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝑔00)d𝑥𝑖d𝑥𝑗

𝑔00
(13)

 

d𝑙 =
𝑐Δ𝜏

2
=
𝑐√−𝑔00

2
(d𝑥1

0+ d𝑥2
0) = √(𝑔𝑖𝑗 −

𝑔0𝑖𝑔0𝑗

𝑔00
) d𝑥𝑖d𝑥𝑗 (14) 
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即 

𝛾𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 −
𝑔0𝑖𝑔0𝑗

𝑔00
(15) 

（5）我们令盘上的观测者沿盘的边沿放一组尺，首尾相接，摆满一圈。在惯性观测者看来,

沿盘边切向放置的尺，相对于自己的尺以𝑣 = 𝜔𝑅运动。运动方向沿着尺的方向。狭义相对论

的知识告诉他,盘上的尺将发生洛伦兹收缩,他量得盘上尺的长度为 

𝑙′ = 𝑙√1 −
𝑅2𝜔2

𝑐2
(16) 

它显然比静止于惯性系中的尺的长度要短。如果在惯性系中惯性观测者围绕盘的边沿也放一

组尺，用这组尺同时去测盘上各尺的长度,他会发现盘上(沿盘边)放置的所有的尺都缩短了。

然而,当他用自己的尺去测量盘的周长时，发现周长并未改变，仍是2𝜋𝑅。他看到盘上的观

测者在用那组“缩短”了的尺测量然的长度,结果当然是 

𝐶′ =
2𝜋𝑅

√1−
𝑅2𝜔2

𝑐2

(17)
 

（6）d𝑟 = d𝑧 = 0 

对𝑟 = 𝑅积分得： 

𝐶′ = ∫ √𝑔22 −
𝑔02𝑔02
𝑔00

2𝜋

0

d𝜃 =
2𝜋𝑅

√1−
𝑅2𝜔2

𝑐2

(18) 

（7）先考虑人逆时针转： 

𝑣 = 𝑐

𝑅d𝜃

√1−
𝑅2𝜔2

𝑐2

𝑐√1 −
𝑅2𝜔2

𝑐2
d𝑡 −

𝑟2𝜔d𝜃

𝑐√1−
𝑅2𝜔2

𝑐2

(19) 

积分解得 

𝑇+ =
2𝜋𝑅(1 +

𝑅𝜔𝑣
𝑐2

)

𝑣 (1 −
𝑅2𝜔2

𝑐2
)

(20) 

类似可得顺时针情况下 

𝑇− =
2𝜋𝑅(1 −

𝑅𝜔𝑣
𝑐2

)

𝑣 (1 −
𝑅2𝜔2

𝑐2
)

(21) 

（8）先考虑人逆时针转：由速度变换得惯性系中人相对圆盘边缘速度 

𝑣𝑟 =
𝑣 + 𝑅𝜔

1+
𝑅𝜔𝑣
𝑐2

− 𝑅𝜔 (22) 

得 

𝑇+ =
2𝜋𝑅

𝑣𝑟
=
2𝜋𝑅(1 +

𝑅𝜔𝑣
𝑐2

)

𝑣 (1 −
𝑅2𝜔2

𝑐2
)

(23) 

同理 
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𝑣𝑟
′ =

𝑣 − 𝑅𝜔

1−
𝑅𝜔𝑣
𝑐2

+ 𝑅𝜔 (24) 

𝑇− =
2𝜋𝑅

𝑣𝑟 ′
=
2𝜋𝑅(1 −

𝑅𝜔𝑣
𝑐2

)

𝑣 (1 −
𝑅2𝜔2

𝑐2
)

(25) 

（9）取2𝜋𝑅，因为惯性系时空中空间部分满足欧氏几何。 

相对的，圆盘转动系中
周长

半径
=

2𝜋

√1−
𝑅2𝜔2

𝑐2

是因为这个时空的空间部分不满足欧氏几何。 

评分标准：本题满分 40 分。 

第（1）小问 4 分：（1）（2）式各 2 分； 

第（2）小问 4 分：（3）（4）式各 2 分，或答案正确给满分； 

第（3）小问 10 分：（5）（6）（7）（8）式各 1 分，（9）式 4 分，（10）式 2 分；  

第（4）小问 14 分：（11）式 2 分，（12）（13）（14）（15）式各 3 分，（12）取了错误的解

但答案正确整道题给 8 分； 

第（5）小问 4 分：答案正确 2 分，说明 2 分； 

第（6）小问 3 分：（18）式 3 分； 

第（7）小问 9 分：（19）（20）（21）式各 3 分； 

第（8）小问 8 分：（22）（23）（24）（25）式各 2 分； 

第（9）小问 4 分：写出惯性时空中空间部分满足欧氏几何给分，否则不给分。 


