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第 13届 CPHO-S物理竞赛联考暨𝟑𝟗𝐭𝐡 − 𝐂𝐏𝐡𝐎模拟赛 

 理论试题参考答案及评分标准 
考试时间： 2022年 10月 15日  9:00—12:00 

命题人：陈浩楠 任雨奇 罗民睿 马潇翔 孙烨皓 
审题人：徐嘉珺 樊子颉 卞知彰 史宇飞 王明月  
宋卓洋 王梓人 陆金浩 蔡一在 曹凌博 李瀚奕 

 
考生必读 

1、 考生考试前请务必阅读本须知。 
2、 本试题共 9页，答题卡共 8页，总分 320分。 
3、 如遇到试题印刷不清楚的情况，请务必向监考老师提出。 
4、 需要阅卷老师评阅的内容一定要写在答题纸相应题号后面的空白处；阅卷老师只评阅
答题纸上的内容，写在试题纸和草稿纸上的内容一律不被评阅。 

 
 
一、（64分） 

凡是含有众多单元，且排列规则、取向有序的周期结构，统称为光栅。一维多缝光栅是

一个最简单也是最早被制成的光栅，在光学领域起着重要的作用。 
!"#$1%$2%&'()*+*",# 1- 

（1）如图 1.1所示，在空间中有一透射式一维光栅。其透光部分
的缝宽为𝑎，相邻两条缝的中心距离为𝑑，共有𝑁(𝑁 ≫ 1)条缝。其
挡光部分完全不透光。一束波长为𝜆的平行光垂直于光栅平面入
射，其等相位面平行于光栅平面。在无穷远处有一光屏接收衍射

光。 
（1.1）先考虑其中单条缝的衍射情况。对于一条宽为𝑎的狭缝，已
知经其衍射后，在衍射角𝜃 = 0处衍射光的振幅为𝑈!，在衍射角为
任意𝜃处接收到衍射光的振幅为𝑈(𝜃)。试计算|𝑈(𝜃) |，用𝑈!, 𝜆, 𝑎和𝜃表示。 
（1.2）光栅衍射的结果可以看作多条单缝的衍射光彼此间干涉形成。对于题述光栅，已知在
衍射角𝜃 = 0处，它的衍射光强为𝐼!。试求任意𝜃处，该光栅的衍射光强𝐼(𝜃)，结果用
𝐼!, 𝜆, 𝑎, 𝑑, 𝑁, 𝜃表示。 
（1.3）根据计算结果，我们发现𝐼(𝜃)随衍射角的分布会呈现出若干的主峰，在这些主峰处，
衍射光强远大于其它衍射角处的光强。设𝜃 = 0处的主峰为零级峰，从𝜃 = 0开始沿𝜃增大方
向第𝑚个主峰为+𝑚级主峰，沿𝜃减小方向第𝑚个主峰为−𝑚级主峰。计算𝑚级主峰所对应的
衍射角𝜃"（假设该光栅衍射光存在第𝑚级主峰），结果用𝜆和𝑑表示，并说明在何种情况下可
能观察不到光栅衍射光的某些主峰。 
（1.4）设对于波长为𝜆的入射光，该光栅的𝑚级主峰衍射角为𝜃"；当入射光波长变为𝜆 +
𝛿𝜆(𝛿𝜆 ≪ 𝜆)时，该光栅衍射的𝑚级主峰衍射角变为𝜃" + 𝛿𝜃。则该光栅在𝑚级主峰处衍射的角
色散本领定义为： 

𝐷# =
𝛿𝜃
𝛿𝜆

(1.1) 

𝐷#一定程度上反映了光栅的色散能力。用非单色光入射光栅，对于𝐷#更大的光栅，一定波长
差的光之间的𝑚级主峰衍射角之差会更大，从而导致不同颜色的光会更分散。试计算对于该

图 1.1 
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透射式光栅，在𝑚级主峰处，它的角色散本领𝐷#"，结果用𝑚、𝑑和𝜃"表示。 
（2）人们设计了一种反射式光栅。如图1.2所示为
反射式闪耀光栅，其表面周期分布着具有一定倾角

且互相平行的槽面。该槽面通常情况下为铝膜刻压

而成，在很宽的光波段内具有极高的反射率。简单

起见，我们认为它的反射率为1。 
 已知该闪耀光栅相邻两槽的间距为𝑑，共有
𝑁(𝑁 ≫ 1)条相同的槽。每条槽的反射面宽度为𝑤。
该光栅在结构上有两个特征方向，一个是该光栅宏

观平面的法线方向𝑁:，另一个是每个单元槽面的表

面法线方向𝑛<。对于该闪耀光栅，二者之间的夹角

为𝜃$。如图所示，入射光和出射光的方向分别用与

𝑁:的夹角𝜃和𝜑表示。现以波长为𝜆的平行光入射到
该光栅。 
（2.1）不考虑每一条槽面对其相邻槽面可能的挡光效果。设光强分布情况为𝐼(𝜃, 𝜑)。已知
𝐼(𝜃$ , 𝜃$) = 𝐼!，计算𝐼(𝜃, 𝜑)，结果用𝐼!, 𝑑, 𝑤, 𝜃$ , 𝜆, 𝑁, 𝜃, 𝜑表示。 
（2.2）计算当光沿𝑛<方向入射时，令𝜑 = −𝜃$处为零级主峰。计算第𝑚级主峰所在方位角𝜑"，
结果用𝜃$ , 𝜆, 𝑑,𝑚表示。 

（2.3）接（2.2），计算𝜑"处相应的角色散本领𝐷%" = &%
&'
，结果用𝜃$ , 𝜆, 𝑑,𝑚表示。 

（2.4）试根据你已计算得到的相关结论，说明反射式闪耀光栅在进行分光时相比于第（1）
问中传统透射式光栅的优势。 

!"#$3%&'()*+*",# 6- 
（3）光栅的原理在物理学领域中有着广泛的应用。利用电子的史密斯—帕塞尔效应，可以

产生激励产生远红外、微米波、太赫兹波段的电磁辐射。 

 

该电磁波产生装置的简化模型如图1.3所示。空间中有一金属光栅，其表面互相平行地

等间距分布有𝑁条刻线，刻线的间距为𝑑。在该金属光栅的左侧有一电子发射器，可以发射

高速运动电子，贴近着光栅表面运动。如图1.4所示，当电子在𝐴点处非常靠近金属表面

时，可以近似地将金属光栅视作无限大金属平面。根据电像法，金属光栅表面的感应电荷

分布等效为对称位置的一个点电荷，该像电荷将跟随着电子运动。当电子运动至刻线处

时，像电荷将无法继续前进，导致像电荷会做减速运动。根据电磁学理论，非匀速运动的

点电荷会发射电磁波。因此电子每经过一条刻线，便会在此处激发一束电磁波。 
 已知电子发射器发射的电子束为相对论性电子，速度为𝑣 = 𝛽𝑐。忽略电子之间的相互

作用。由于电子动量极大，因此像电荷对其作用可忽略不计，近似认为电子做匀速直线运

动。因此同一电子在经过每一条刻线时的运动方式几乎相同，激发的电磁波初始相位也相

图 1.3 图 1.4 

图 1.2 
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同。设激发的电磁波波长为𝜆，传播方向与电子运动方向夹角为𝜃。认为刻线很窄，电子在

到达与离开某一条刻线时发出的电磁波为同一束电磁波。 
（3.1）计算同一电子在相邻两条刻线处所激起电磁波传到无穷远处时的相位差的绝对值

|Δ𝜑|，用𝜆, 𝑑, 𝛽, 𝜃及物理常数表示。 
（3.2）对于某一𝜃角方向，远处的探测器可以检测到一系列频率的电磁波，计算其频率的

最小间隔𝛥𝑓，结果用𝜃, 𝛽, 𝑑以及物理常数表示。 
 
解：（1）（1.1）以单缝中点处为原点，光栅平面内垂直于单缝方向为𝑥轴方向建立坐标轴。则

𝑥处的光相对于原点处的光相位差为 

𝛥𝜑 =
2𝜋
𝜆 𝑥 sin 𝜃 (1) 

设原点处单位面积透光复振幅为𝑐̃，接收到的振幅微元 

d𝑈 = 𝑐̃𝑒()*d𝑥 (2) 
衍射光总振幅 

𝑈O(𝜃) = P 𝑐̃𝑒(
+,
' - ./0#d𝑥

1
+

21+

	

= 𝑐̃
𝑒(
,
'1 ./0# − 𝑒(

,
'1 ./0#

𝑖 2𝜋𝜆 sin 𝜃
	

= 𝑐̃
sin S𝜋𝜆 𝑎 sin 𝜃T
𝜋
𝜆 𝑎 sin 𝜃

(3) 

根据题给条件𝑈(𝜃 = 0) = 𝑈!，得到 

|𝑈(𝜃)| = |𝑈!
sin S𝜋𝜆 𝑎 sin 𝜃T
𝜋
𝜆 𝑎 sin 𝜃

	| (4) 

（1.2）光栅的衍射可以看作多条缝之间的干涉。相邻两条缝之间衍射光的相位差为 

𝛥𝜑! =
2𝜋
𝜆 𝑑 sin 𝜃 (5) 

以第一条缝处为基准相位，衍射光总振幅 

𝑈O总(𝜃) = 𝛴34!526𝑈O(𝜃)𝑒(3)%! 	

= 𝑈O(𝜃)
1 − 𝑒(5)%!
1 − 𝑒()%!

(6) 

总光强为 

𝐼(𝜃) = X𝑈O总(𝜃)X
+
	

= 𝑈!+ Y
sin S𝜋𝜆 𝑎 sin 𝜃T
𝜋
𝜆 𝑎 sin 𝜃

Z

+

Y
sin S𝜋𝜆 𝑁𝑑 sin 𝜃T

sin S𝜋𝜆 𝑑 sin 𝜃T
Z

+

(7) 

根据题给条件𝐼(𝜃 = 0) = 𝐼!，得到光强分布 

𝐼(θ) = 𝐼!Y
sin S𝜋𝜆 𝑎 sin 𝜃T
𝜋
𝜆 𝑎 sin 𝜃

Z

+

Y
sin S𝜋𝜆 𝑁𝑑 sin 𝜃T

𝑁 sin S𝜋𝜆 𝑑 sin 𝜃T
Z

+

(8) 
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（1.3）衍射主峰满足 

sin S
𝜋
𝜆
𝑑 sin 𝜃T = 0 (9) 

得到𝑚级主峰衍射角 

sin 𝜃" =
𝑚𝜆
𝑑

(10) 

或写为 

𝜃" = arcsin b
𝑚𝜆
𝑑 c (10 ∗) 

若主峰所在的角度恰好使得（8）式中单缝衍射因子取到 0，则无法观察到主峰。此时满足 

sin S
𝜋
𝜆
𝑎 sin 𝜃"T = 0 (11) 

得到 
𝑎
𝑑 =

𝑝
𝑞

(12) 

其中𝑝和𝑞是互质的两个正整数。 
（1.4）当波长λ变化δλ时，对（10）式取微分得到 

cos 𝜃" 𝛿𝜃" =
𝑚
𝑑 𝛿𝜆

(13) 

得到角色散本领 

𝐷#" =
𝛿𝜃"
𝛿𝑚 =

𝑚
𝑑 cos 𝜃"

(14) 

（2）（3.1）首先考虑单条刻线的衍射效果。与（1.1）同理，在一条槽平面内垂直于刻线方

向建立𝑥轴，选取槽的中部为原点。则𝑥处的光反射后相对于原点处的相位差为 

𝛥𝜑(𝑥) =
2𝜋
𝜆 𝑥[sin(𝜃$ − 𝜃) − sin(𝜑 − 𝜃$)] (15) 

单条刻线的衍射强度分布 

𝑈(𝜃) = P 𝑐𝑒()%(-)d𝑥
9
+

29+

	

= 𝑐
sin S𝜋𝜆 𝑤[sin(𝜃 − 𝜃$) + sin(𝜑 − 𝜃$)]T
𝜋
𝜆 𝑤[sin(𝜃 − 𝜃$) + sin(𝜑 − 𝜃$)]

(16) 

由此得到了单条刻线的衍射强度分布因子。再考虑多条刻线之间的干涉效果。相邻两条刻线

的衍射光相位差为 

𝛥𝜑! =
2𝜋
𝜆 𝑑(sin 𝜃 + sin𝜑) (17) 

衍射光总振幅 

𝑈O总(𝜃) = 𝑈(𝜃)𝛴34!526𝑒(3)%! 	

= 𝑈(𝜃)
1 − 𝑒(5)%!
1 − 𝑒()%!

																				= 𝑈(𝜃)𝑒(
526
+ )%!

sin S𝑁2 𝛥𝜑!T

sin S12𝛥𝜑!T
(18)
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此即为光栅衍射因子。根据所得到的两种因子，得到衍射光光强分布 

𝐼(𝜃, 𝜑) = 𝐼! Y
sin S𝜋𝜆 𝑤[sin(𝜃 − 𝜃$) + sin(𝜑 − 𝜃$)]T
𝜋
𝜆 𝑤[sin(𝜃 − 𝜃$) + sin(𝜑 − 𝜃$)]

Z

+

l
sin b𝜋𝜆 𝑁𝑑(sin 𝜃 + sin𝜑)c

sin b𝜋𝜆 𝑑(sin 𝜃 + sin𝜑)c
m

+

× Y
sin S2𝜋𝜆 𝑑 sin 𝜃$T

sin S2𝜋𝜆 𝑁𝑑 sin 𝜃$T
Z

+

(19)

 

（2.2）光线沿着𝑛<方向入射时，有 
𝜃 = 𝜃$ (20) 

此时光强分布为 

𝐼(𝜑) = 𝐼! Y
sin S𝜋𝜆 𝑤 sin(𝜑 − 𝜃$)T
𝜋
𝜆 𝑤 sin(𝜑 − 𝜃$)

Z

+

l
sin b𝜋𝜆 𝑁𝑑(sin 𝜃$ + sin𝜑)c

sin b𝜋𝜆 𝑑(sin 𝜃$ + sin𝜑)c
m

+

(21) 

衍射主峰要求满足条件 

sin o
𝜋
𝜆 𝑑

(sin 𝜃$ + sin𝜑)p = 0 (22) 

因此第𝑚级主峰满足 

sin𝜑" =
𝑚𝜆
𝑑 − sin 𝜃$ (23) 

或表示为 

𝜑" = arcsin b
𝑚𝜆
𝑑 − sin 𝜃$c (23 ∗) 

（2.3）对（21）式取微分得到 

cos𝜑" 𝛿𝜑" =
𝑚
𝑑 𝛿𝜆

(24) 

得到角色散本领 

𝐷%" =
𝛿𝜑"
𝛿𝜆 =

𝑚
𝑑 cos𝜑"

(25) 

根据（21）式，有 

cos𝜑" = q1 − b
𝑚𝜆
𝑑 − sin 𝜃$c

+

(26) 

得到用𝜃$、𝜆、𝑑和𝑚表示的角色散本领 

𝐷%" =
𝑚

r𝑑+ − (𝑚𝜆 − 𝑑 sin 𝜃$)+
(27) 

（2.4）根据（21）式可知，能量较为集中的单缝衍射零级方向与闪耀光栅的零级主峰方向并

不重合，这使得单缝衍射零级方向存在色散；而传统光栅在能量较为集中的单缝零级衍射方

向不发生色散。因此闪耀光栅的能量利用效率更高。 
（3）（3.1）电子从一条刻线运动至另一条刻线需要时间为 

𝛥𝑡 =
𝑑
𝛽𝑐

(28) 

激起电磁波的圆频率 
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𝜔 =
2𝜋𝑐
𝜆

(29) 

相邻两条刻线激起电磁波的相位差为 

|𝛥𝜑| = u𝜔𝛥𝑡 −
2𝜋
𝜆 𝑑 cos 𝜃u	

=
2𝜋
𝜆 𝑑 b

1
𝛽 − cos 𝜃c

(30) 

（3.2）由于光栅刻线𝑁远大于 1，因此在𝜃角处远处的探测器探测到的电磁波频率满足干涉

极大条件，即 
𝛥𝜑 = 2𝑚𝜋 (31) 

其中𝑚 = 0,1,2, …，得到观测到的电磁波波长 

𝜆 =
𝑑
𝑚b

1
𝛽 − cos 𝜃c

(32) 

观测到电磁波频率 

𝑓 =
𝑐
𝜆 =

𝑚𝑐

𝑑 b1𝛽 − cos 𝜃c
(33) 

可见观测到的电磁波频率等间隔分布，最小间隔为 

𝛥𝑓 =
𝑐

𝑑 b1𝛽 − cos 𝜃c
(34) 

评分标准：本题满分 64分。 
第（1.1）问 7分：（1）（3）式 2分，（4）式 3分； 
第（1.2）问 7分：（5）（6）式 2分，（8）式 3分； 
第（1.3）问 6分：（9）式 2分，（10）或（10*）式 2分，说明缺级 2分； 
第（1.4）问 4分：（13）（14）式 2分； 
第（2.1）问 12分：（15）（17）（18）式 2分（16）（19）式 3分； 
第（2.2）问 6分：（21）（22）式 2分，（23）或（23*）2分； 
第（2.3）问 6分：（25）（26）（27）式 2分； 
第（2.4）问 4分：说明闪耀光栅单缝衍射零级存在色散从而能量利用效率更高 4分； 
第（3.1）问 6分：（28）（29）（30）式 2分； 
第（3.2）问 6分：（32）（33）（34）式 2分。 
 
二、（64分） 

图 2.1 图 2.2 
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多米诺骨牌是生活中常见的一种玩具。它通常是木制、骨制或塑料制的长方体骨牌，按

照一定的间距排列成行。若轻轻推倒第一枚骨牌，其余的骨牌将会触发一系列连锁反应，依

次地倒下。 
为了简单起见，将多米诺骨牌视为长度为𝑙，厚度忽略不计的匀质长方形板。每张多米

诺骨牌的质量为𝑚。如图2.1所示，将无限多的多米诺骨牌等间距地竖立在地面上，牌间距为

𝛥𝑥(𝛥𝑥 ≪ 𝑙)。将多米诺骨牌之间的碰撞视为完全非弹性碰撞。骨牌之间接触光滑。地面足够

粗糙，使得牌与地面之间始终无相对滑动。 
现给第一张骨牌一个微小扰动，骨牌便开始逐个碰撞、倒下。 

!"#$1%$2.1%$2.2%&'()*+*",# 2- 
（1）经过一段时间后，骨牌的位形将会如图2.2所示。由于𝛥𝑥 ≪ 𝑙，可以发现骨牌的顶端连

成的曲线是近似光滑的。经历足够长时间后，骨牌整体宏观的推进速度将会趋于一个定值𝑣:，
骨牌顶端连成的曲线保持形状不变地向右方传递。 
 选取一个向右以速度𝑣:匀速运动的惯性参考系，将其称为“波前系”。在该参考系下，骨

牌顶端所连成的曲线保持静止。在波前系下，以左侧第一张竖直状态的骨牌底端所在位置为

原点，建立平面直角坐标系，如图2.2所示。 
（1.1）考虑底端横坐标为𝑥(𝑥 > 0)的牌，求出其与水平面的夹角𝜃。 
（1.2）Δ𝑥较小，因此牌顶端可以近似连成一条曲线。设这条曲线上每一点在图示坐标系下

的横纵坐标分别为𝑋和𝑌，求出牌顶端所连成曲线的方程，用𝑋关于𝑌的函数𝑋(𝑌)的形式表示。 
（1.3）在波前系中，虽然骨牌顶端连成的曲线形状保持不变且保持静止，但每张骨牌都时刻

在运动。试计算波前系下，底端横坐标为𝑥的骨牌的角速度大小，用地面系下骨牌推进速度

𝑣, 𝑥和𝑙表示。 
（1.4）试计算地面系中牌堆的总动能𝐸;，用地面系下骨牌推进速度𝑣和𝑚, 𝑙, 𝛥𝑥表示。 
（2）在第（1）问中我们考虑了骨牌整体的运动现象，现在仔细考虑单张骨牌碰撞前后的过

程。考虑处于倒塌状态的最前方骨牌，设其在碰撞下一张骨牌前瞬间，其顶端𝑥方向的速度

分量为𝑣<；碰撞后瞬间其顶端𝑥方向的速度分量为𝑣(𝑣 < 𝑣<)。重力加速度为𝑔。 
（2.1）计算𝛥𝑣 = 𝑣< − 𝑣，结果用𝑔, 𝑙, 𝛥𝑥, 𝑣表示，保留至最低阶近似。 
（2.2）考虑底端横坐标为𝑥的骨牌，设其顶端在碰撞时受到的冲量为𝐼(𝑥)。对某一块骨牌进

行分析，设其碰撞前后的角速度变化量为𝛥𝜔，试建立𝐼(𝑥)满足的微分方程。 
!"#$2.3%$2.4%&'()*+*",# 6- 

（2.3）将𝛥𝜔用𝑔, 𝑙, 𝛥𝑥, 𝑣, 𝑥表示，并结合边界条件解出𝐼(𝑥)。 
（2.4）由于𝛥𝑣 ≪ 𝑣，可近似认为𝑣: ≈ 𝑣 ≈ 𝑣<。试根据前面各小问的结论，计算𝑣:，保留至

最低阶近似，结果中仅允许出现𝑔, 𝑙, 𝛥𝑥。 
 
解：（1）（1.1） 

如图，由几何关系有： 
𝑙∆𝜃 = −∆𝑥 ∙ sin𝜃 (1)
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由于∆𝑥 ≪ 𝑙，可用微分表示： 
𝑙d𝜃 = −sin𝜃 ∙ d𝑥 

有： 
d𝜃
sin𝜃 = −

d𝑥
𝑙

(2) 

积分有： 

P
d𝜃
sin𝜃

#

,
+

= P −
d𝑥
𝑙

-

!
 

ln btan
𝜃
2c − 0 = −

𝑥
𝑙  

即： 

tan
𝜃
2 = 𝑒2

-
=  

cos𝜃 =
1 − tan+ 𝜃2
1 + tan+ 𝜃2

= tanh
𝑥
𝑙  

故： 

𝜃 = 2arctan S𝑒2
-
= T = arccos Stanh

𝑥
𝑙 T

(3) 

（1.2）对顶端坐标(𝑋, 𝑌)： 
𝑋 = 𝑥 − 𝑙cos𝜃 (4) 
𝑌 = 𝑙sin𝜃 (5) 

从而有： 

cos𝜃 = r1 − 𝑠𝑖𝑛+ 𝜃 = q1 − b
𝑌
𝑙 c

+
(6) 

又： 

cos𝜃 = 	tanh
𝑥
𝑙  

𝑥 = 𝑙 ∙ arctanh(cos𝜃) 
可得： 

𝑋 = 𝑙 ∙ artanhYq1 − b
𝑌
𝑙 c

+

Z− r𝑙+ − 𝑌+ (7) 

此即曲线方程。 
（1.3）由（1.1）中有： 

𝜃 = arccos Stanh
𝑥
𝑙T 

对𝑥求导有： 
d𝜃
d𝑥 = −

1

�1 − tanh+ 𝑥𝑙

∙
1

𝑙 cosh+ 𝑥𝑙
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d𝜃
d𝑥 = −

1

𝑙	cosh 𝑥𝑙
(8) 

在波前系中，牌的位形是不变的。 
对于某一块骨牌，在波前系中有： 

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑣 (9) 

从而： 

𝑑𝜃
𝑑𝑡 =

𝑑𝜃
𝑑𝑥
𝑑𝑥
𝑑𝑡 = −

𝑣

𝑙	𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥𝑙
 

角速度大小为： 

𝜔(𝑥) = u
𝑑𝜃
𝑑𝑡u =

𝑣

𝑙	𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥𝑙
(10) 

（1.4）牌绕其底端的转动惯量为： 

𝐽 =
1
3𝑚𝑙

+ (11) 

底端位于𝑥处的牌动能为： 

𝐸;,- =
1
2 𝐽	𝜔

(𝑥)+ =
1
6𝑚

𝑣+

cosh+ 𝑥𝑙
(12) 

总动能为： 

𝐸; =�
1
6𝑚

𝑣+

cosh+ 𝑛∆𝑥𝑙

∞

34!

 

由于∆𝑥 ≪ 𝑙，化求和为积分有： 

𝐸; =
1
6𝑚𝑣

+ +P
1
6𝑚

𝑣+

cosh+ 𝑥 − ∆𝑥/2𝑙

𝑑𝑥
∆𝑥

:

∆-
(13) 

积分得： 

𝐸; =
1
6𝑚𝑣

+ b
𝑙
∆𝑥 +

1
2c

(14) 

考虑到化求和为积分过程中的误差，如下图，若用𝐸; = ∫ 6
@
𝑚 A"

BC.D"#$

E-
∆-

:
! 则会有𝑚𝑣+量级的
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误差，而（13）式可以保证误差在𝑚𝑣+ ∆-
=
量级。 

（2）（2.1） 
从碰后瞬间到下一次碰前瞬间，势能改变量： 

∆𝐸F = −𝑚𝑔
𝑙
2

(15) 

碰后瞬间，总动能为： 

𝐸;6 =
1
6𝑚𝑣

+ b
𝑙
∆x +

1
2c 

碰前瞬间，可假想有一块竖直的牌和其它牌一起运动，推进速度（波前速度）为𝑣∗。 
故，总动能为： 

𝐸;+ =�
1
6𝑚

𝑣∗+

cosh+ 𝑛∆𝑥𝑙

∞

346

= �
1
6𝑚

𝑣∗+

cosh+ 𝑛∆𝑥𝑙
−
1
6𝑚𝑣

∗+

∞

34!

=
1
6𝑚𝑣

∗+ b
𝑙
∆x −

1
2c

(16) 

其中： 
𝑣∗

𝑣< =
𝑙

√𝑙+ − ∆𝑥+
 

忽略高阶小量，有： 
𝑣∗ ≈ 𝑣< (17) 

即： 

𝐸;+ =
1
6𝑚𝑣

<+ b
𝑙
∆𝑥 −

1
2c

(18) 

能量守恒： 
𝐸;6 = 𝐸;+ + ∆𝐸F (19) 

解得： 

𝑣< = �
S1 + ∆𝑥2𝑙 T 𝑣

+ + 3𝑔∆𝑥

1 − ∆𝑥2𝑙

(20) 

故： 

∆𝑣 = 𝑣< − 𝑣 ≈
𝑣+ + 3𝑔𝑙
2𝑣𝑙 ∆𝑥 (21) 
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（2.2）由角动量定理： 
𝐽∆𝜔 = −𝐼(𝑥)𝑙𝑐𝑜𝑠[𝜃(𝑥 + ∆𝑥) − 𝜃(𝑥) + 𝐼(𝑥 + ∆𝑥)(𝑙 + ∆𝑙)] (22) 

其中： 

𝐽 =
1
3𝑚𝑙

+ 

∆𝑙 = −𝑐𝑜𝑠𝜃 ∙ ∆𝑥 = −𝑡𝑎𝑛ℎ
𝑥
𝑙 ∙ ∆𝑥

(23) 

𝐼(𝑥 + ∆𝑥) = 𝐼(𝑥) + ∆𝐼(𝑥) 
可得： 

∆𝐼(𝑥) − 𝑡𝑎𝑛ℎ -
=
∙ ∆-
=
𝐼(𝑥) = 6

H
𝑚𝑙∆𝜔 (24)

化差分为微分有： 

𝑑𝐼(𝑥) − 𝑡𝑎𝑛ℎ
𝑥
𝑙 ∙
𝑑𝑥
𝑙 𝐼

(𝑥) =
1
3𝑚𝑙∆𝜔

𝑑𝑥
∆𝑥 

即： 

𝑑𝐼(𝑥)
𝑑𝑥 −

𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑥𝑙
𝑙 𝐼(𝑥) =

1
3𝑚𝑙

∆𝜔
∆𝑥

(25) 

此即𝐼(𝑥)满足的微分方程。 
（2.3） 

∆𝜔 =
𝜕𝜔
𝜕𝑣

(𝑣 − 𝑣<) = −
𝜕𝜔
𝜕𝑣 ∆𝑣

(26) 

其中： 

𝜔(𝑥) =
𝑣

𝑙	𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥𝑙
 

∆𝑣 ≈
𝑣+ + 3𝑔𝑙
2𝑣𝑙 ∆𝑥 

代入到微分方程中有： 

𝑑𝐼(𝑥)
𝑑𝑥 −

𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑥𝑙
𝑙 𝐼(𝑥) = −𝑚

𝑣+ + 3𝑔𝑙
6𝑣𝑙

1

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥𝑙
(27) 

这是一阶线性非齐次微分方程，其通解为： 

𝐼(𝑥) = �P−𝑚
𝑣+ + 3𝑔𝑙
6𝑣𝑙

1

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥𝑙
𝑒∫2J13K

-
=
E-
= 𝑑𝑥 + 𝐶� 𝑒∫ J13K

-
=
E-
=  

可得： 

𝐼(𝑥) = −	𝑚
𝑣+ + 3𝑔𝑙
6𝑣 𝑠𝑖𝑛ℎ

𝑥
𝑙 + 𝐶	𝑐𝑜𝑠ℎ

𝑥
𝑙

(28) 

𝑥 → ∞时， 
𝐼(𝑥) = 0 

有： 

𝐶 = 	𝑚
𝑣+ + 3𝑔𝑙
6𝑣  

故： 

𝐼(𝑥) = 	𝑚
𝑣+ + 3𝑔𝑙
6𝑣 𝑒2

-
= (29) 
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（2.4）对最前方(𝑥 = 0)的牌，由角动量定理： 

𝐼(0)𝑙 = 𝐽
𝑣
𝑙

(30) 

即： 

𝑚
𝑣+ + 3𝑔𝑙
6𝑣 𝑙 =

1
3𝑚𝑙𝑣 

解得： 
𝑣 = r3𝑔𝑙 

即： 
𝑣: = r3𝑔𝑙 (31) 

可以发现，𝑣:与∆x无关。 
评分标准：本题满分 64分。 
第（1.1）问 6分：（1）（2）（3）式各 2分； 
第（1.2）问 4分：（4）（5）（6）（7）式各 1分； 
第（1.3）问 6分：（9）（8）（10）式各 2分； 
第（1.4）问 8分：（11）（12）（13）（14）式各 2分； 
第（2.1）问 14分,（15）（16）（17）（18）（19）（20）（21）式各 2分； 
第（2.2）问 10分：（22）（23）（24）式各 2分；（25）式各 4分； 
第（2.3）问 10分：（27）（26）（28）式各 2分，（29）式各 4分； 
第（2.4）问 6分：（30）式 2分，（31）式 4分。 
 
 
三、（64分） 
玻尔模型假设氢原子中电子绕原子核做圆周运动，成功解释了氢原子光谱的实验分布规

律。在此之后，物理学家们尝试在此基础上进行修正。1915年，德国科学家索末菲成功地计

算出了相对论与椭圆轨道的情形，提出了索末菲模型。 
!"#$1%$2%$3%&'()*+*",# 3- 

（1）考虑静止质量为𝑚的电子绕一个电量为𝑍𝑒的静止的原子核做匀速圆周转动。根据玻尔

的量子化理论，电子的角动量𝐿 = 𝑛6ℏ，其中𝑛6是任意正整数。同时考虑因相对论带来的质

量膨胀效应，用含有𝑛6的表达式写出电子的能级公式。为简化表达，可以在结果中引入精

细结构常数： 

𝛼 =
𝑒+

4𝜋𝜀!ℏ𝑐
(3.1) 

（2）然而，圆周运动是一个过于平凡的情形，电子的运动可能是进动的椭圆轨道。记电子

到原子核的最大和最小距离分别为𝑟"(3和𝑟"1-。定义进动椭圆轨道的等效半长轴及半短轴 

𝑎 =
𝑟"(3 + 𝑟"1-

2 , 𝑏 = r𝑟"(3𝑟"1- (3.2) 

继续考虑因相对论导致的质量膨胀，已知电子的能量（不包括电子静能）为𝐸，角动

量为𝐿。计算电子轨道的等效半长轴𝑎和等效半短轴𝑏。 
（3）事实上，在考虑椭圆轨道后，玻尔量子化模型就无法适用了，于是索末菲提出了另一

个量子化条件，即在角动量量子化的前提下，引入第二个量子数，即径向量子数𝑛+，并令 

P𝑝L𝑑𝑟 = 𝑛+ℎ (3.3) 
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其中积分是沿着椭圆轨道一周的积分，𝑝L是电子的径向动量。请你同时考虑上一问的椭圆

轨道和索末菲的量子化条件，用两个量子数𝑛6,𝑛+重新表达电子能级公式、椭圆的等效半长

轴和等效半短轴。 

!"#$4%&'()*+*",# 7- 
（4）显然，验证原子结构的一个重要手段是观察原子光谱。如图所示描绘了一个用来观察

原子光谱的 F-P干涉仪，其中的核心部件是 F-P 标准具，这个装置包含两个高反射率内表

面的玻璃板，忽略玻璃板对光的损耗。这两个间距为𝑡的玻璃板构成一个干涉腔，光在其中

会被不断反射。干涉腔内部的空气折射率𝑛可以通过阀门调节。钠光灯发出的光线经过透

镜𝐿6折射后变成平行光，然后经过标准具。已知钠光波长为𝜆，玻璃板内表面反射率为𝑅。 
（4.1）角度𝜃定义如图3.1所示，即光线在干涉腔内部的反射角，请求出 F-P 标准具的光强

透过率𝑇随𝜃变化关系。 
（4.2）我们现在使用氢原子作为光源，通过恰当调试显微镜的视场，使得视场中可以观察到

一系列亮圆环。现尝试用该装置验证第（3）问中计算所得的模型。若该模型成立，我们将

观测到圆环的精细结构，即光屏上的圆环会发生微小的分裂。已知该装置两玻璃板间距𝑡 =
1	µm，透镜焦距𝑓 = 0.1	m，玻璃板之间抽成真空。考虑𝑛6 + 𝑛+ = 2的两条氢原子谱线干涉

形成的半径最小的圆环，试估算若要能够清晰分辨出二者的区别，该装置对于圆环半径𝐷的
测量精度的数量级应达到多少。 
你可能用到的数学公式： 

P
𝑟+sin+𝑥d𝑥
(1 + 𝑟cos𝑥)+

+,

!
= 2𝜋 b

1
√1 − 𝑟+

− 1c , (0 < 𝑟 < 1) 

P
r(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)

𝑥 d𝑥
$

1
=
𝜋
2  𝑎 + 𝑏 − 2√𝑎𝑏¡,

(0 < 𝑎 < 𝑏) 

 
解：（1）设电子轨道半径为𝑟，根据动量定理： 

𝑚

�1 − 𝑣
+

𝑐+

𝑣+

𝑟
=

𝑍𝑒+

4πε!𝑟+
(1) 

根据角动量量子化条件 
𝐿 = 𝑛6ℏ (2) 

角动量守恒 

图 3.1	F-P标准具 
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𝑚𝑣𝑟

�1 − 𝑣
+

𝑐+

= 𝐿 (3)
 

解得 

𝑣 =
𝑍𝑒+

4πε!𝑛6ℏ
(4) 

𝑟 =
4πε!𝑛6+ℏ+

𝑚𝑍𝑒+
q1 − o

𝑍𝑒+

4𝜋𝜀!𝑛6ℏc
p
+

(5) 

得到电子能级 

𝐸 =
𝑚𝑐+

�1 − 𝑣
+

𝑐+

−𝑚𝑐+ −
𝑍𝑒+

4𝜋𝜀!𝑟
	

= 𝑚𝑐+q1 −
𝛼+

𝑛+ −𝑚𝑐
+ (6) 

（2）设电子与原子核的连线方向和电子速度方向的夹角为𝛽，考虑角动量守恒 

𝐿 =
𝑚𝑣𝑟 𝑠𝑖𝑛 β

�1 − 𝑣
+

𝑐+

(7) 

能量守恒 

𝐸 =
𝑚𝑐+

�1 − 𝑣
+

𝑐+

−𝑚𝑐+ −
𝑍𝑒+

4𝜋𝜀!𝑟
(8) 

联立（7）（8）两式消去𝑣得到sin β随𝑟变化关系 

𝑠𝑖𝑛 β =
𝐿𝑐

𝑟qb𝑚𝑐+ + 𝐸 + 𝑍𝑒+
4πε!𝑟

c
+
−𝑚+𝑐M

(9)
 

当电子与原子核的距离达到极值时，有 
𝑠𝑖𝑛 𝛽 = 1 (10) 

得到一个关于𝑟的一元二次方程，根据求根公式解得此时的𝑟，分别对应𝑟的最大值与最小值 

𝑟"1-,"(3 =

(𝑚𝑐+ + 𝐸) 𝑍𝑒
+

4πε!
±q©(𝑚𝑐+ + 𝐸) 𝑍𝑒

+

4πε!
ª
+
− ©(𝑚𝑐+ + 𝐸) 𝑍𝑒

+

4πε!
ª «b 𝑍𝑒

+

4πε!
c
+
− 𝐿+𝑐+¬

(𝑚𝑐+)+ − (𝑚𝑐+ + 𝐸)+
(11)

 

得到等效半长轴和等效半短轴 

𝑎 =
𝑟"1- + 𝑟"(3

2 =
𝑚𝑐+ + 𝐸

(𝑚𝑐+)+ − (𝑚𝑐+ + 𝐸)+ ⋅
𝑍𝑒+

4πε!
(12) 
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𝑏 = r𝑟"1-𝑟"(3 =

q©(𝑚𝑐+ + 𝐸) 𝑍𝑒
+

4𝜋𝜀!
ª «b 𝑍𝑒

+

4𝜋𝜀!
c
+
− 𝐿+𝑐+¬

(𝑚𝑐+)+ − (𝑚𝑐+ + 𝐸)+
(13)

 

（3）解法一：设𝑟处电子的径向动量为𝑝L，角向动量为𝑝N。对电子列径向动量定理 

d𝑝L
d𝑡 − 𝑝N

dθ
d𝑡 =

−𝑍𝑒+

4πε!𝑟+
(14) 

引入参量𝑢 = 𝑟26，代入得到 

−𝐿+𝑢+

γ𝑚
d2𝑢
dθ+ =

𝑢H𝐿+

γ𝑚 −
𝑍𝑒+

4πε!
𝑢+ (15) 

其中γ = 1/r1 − 𝑣+/𝑐+。（15）式与（8）式联立，并利用𝑢 = 𝑟26，消去速度𝑣得到 

d2𝑢
dθ+ = °1 − o

𝑍𝑒+

4πε!𝐿𝑐
p
+

± 𝑢 +
𝑍𝑒+(𝑚𝑐+ + 𝐸)
4πε!𝐿+𝑐+

(16) 

该微分方程为简谐振动方程，由此解得椭圆轨道方程 

1
𝑟 = 𝑘 + 𝐴 𝑐𝑜𝑠ωθ (17) 

其中 

ω = q1 − o
𝑍𝑒+

4πε!𝐿𝑐
p
+

(18) 

式子两侧对θ求导得到 
d𝑟
dθ

= 𝑟+ω𝐴𝑠𝑖𝑛ωθ (19) 

根据径向动量量子化条件，有 

P𝑝Ld𝑟 = P𝑚
d𝑟
d𝑡 d𝑟	

= P
𝐿

𝑟+ dθ
d𝑡
⋅

d𝑟
d𝑡 d𝑟	

= P
𝐿
𝑟+ b

d𝑟
dθc

+

dθ	

= P
𝐿𝐴+𝑠𝑖𝑛+ωθdθ
(k + A cosωθ)+

(20) 

令𝑟 = O
;
，根据椭圆轨道性质可知𝑟 < 1。利用题给第一个积分公式可得 

𝑛+ℎ =
𝐿
ωP

𝑟+𝑠𝑖𝑛+𝑥d𝑥
(1 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑥)+

+P

!
	

=
𝐿
ω ⋅ 2π b

1
√1 − 𝑟+

− 1c (21) 
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利用 

𝑎 =
𝑟"1- + 𝑟"(3

2 =
1

𝑘 − 𝐴 +
1

𝑘 + 𝐴
2

(22) 

𝑏 = r𝑟"1-𝑟"(3 = q 1
𝑘+ − 𝐴+

(23) 

代入（21）并利用角动量量子化条件得到 
𝑎
𝑏
=

𝑛6
𝑛+ω

(24) 

利用（2）中解得的𝑎, 𝑏可以解得能级 

𝐸 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1

q1 +
α+𝑍+

S𝑛+ +r𝑛6+ − α+𝑍+T
+

− 1

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑚𝑐+ (25) 

解法二：设𝑟处电子的径向动量为𝑝L，角向动量为𝑝N。根据能量守恒，有 

𝐸 = �(𝑚𝑐+)+ +  𝑝L+ + 𝑝N+¡𝑐+ −𝑚𝑐+ −
𝑍𝑒+

4πε!𝑟
(26) 

角动量守恒 

𝐿 = 𝑝N𝑟 (27) 

联立解得𝑝L随𝑟的变化关系 

𝑝L(𝑟) =

qb𝐸 +𝑚𝑐+ + 𝑍𝑒+
4πε!𝑟

c
+
− (𝑚𝑐+)+ − 𝐿

+𝑐+
𝑟+

𝑐
(28)

 

根据径向量子化条件，有 

𝑛+ℎ = 2P 𝑝L(𝑟)d𝑟
$

1
(29) 

利用题给第二个积分公式，得到 

𝑛+ℎ = π 𝑎 + 𝑏 − 2√𝑎𝑏¡ (30) 

（17）与（2）式联立，并利用精细结构常数简化表达，解得能级 

𝐸 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1

q1 +
α+𝑍+

S𝑛+ +r𝑛6+ − α+𝑍+T
+

− 1

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑚𝑐+ (31) 

（4）（4.1）设对于玻璃板内表面，从空气入射到玻璃内的光振幅透射率为𝑡，振幅反射率为

𝑟；从玻璃内入射到空气中的光振幅透射率为𝑡<。则有 
𝑅 = 𝑟+ (32) 

根据斯托克斯倒逆关系有 
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𝑡𝑡< = 1 − 𝑟+ (33) 
相邻两束出射光到达光屏时的相位差为 

δ =
2π
λ ⋅ 2𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠 θ (34) 

设入射光振幅为𝑈!，第𝑖束出射光的复振幅为 

𝑈( = 𝑡𝑡<𝑈! 𝑟+𝑒(Q¡
(26 (35) 

标准具透射光的总复振幅为 

𝑈 =Σ(46

:
𝑈( 	

= 𝑡𝑡<𝑈!
1

1 − 𝑟+𝑒(Q
(36) 

光强透射率𝑇为 

𝑇 =
|𝑈|+

|𝑈!|+
	

=
𝑡+𝑡<+

1 + 𝑟M − 2𝑟+ 𝑐𝑜𝑠 δ
(37) 

利用（32）（33）式，得到 

𝑇 =
(1 − 𝑅)+

1 + 𝑅+ − 2𝑅 𝑐𝑜𝑠 δ
(38) 

或写为 

𝑇 =
1

1 + o 2√𝑅1 − 𝑅p
+

𝑠𝑖𝑛+ δ2

(39)
 

（4.2）亮环满足条件 
𝛿 = 2𝑚𝜋(𝑚 = 1,2,3, … ) (40) 

得到 

cos 𝜃 =
𝑚𝜆
2𝑛𝑡

(41) 

对于标准具中为真空的情形，有 

cos 𝜃 =
𝑚𝜆
2𝑡

(42) 

根据（3）中模型，可以计算得出氢原子光谱的理论波长。氢原子发光只能跃迁到基态。根

据能量守恒方程： 
ℎ𝑐
𝜆 = −∆𝐸 (43) 

对于𝑛6 = 1, 𝑛+ = 1，有 
λ66 = 121.5007906𝑛𝑚 (44) 

对于𝑛6 = 2, 𝑛+ = 0，有 
λ+! = 121.5002514𝑛𝑚 (45) 

根据几何关系 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
2𝑓

r4𝑓+ + 𝐷+
(46) 
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对于最小的圆环，应取 
𝑚 = 16 (47) 

得到最小的圆环半径 
𝐷66 = 0.048344𝑚 (48) 
𝐷+! = 0.048348𝑚 (49) 

由此可得应使得测量精度达到102@𝑚 
评分标准：本题满分 64分。 
第（1）问 10分：（1）（3）（4）（5）（6）式 2分； 
第（2）问 14分：（7）（8）（9）（12）（13）式 2分，（11）式 4分； 
第（3）问 18分： 
 解法一：（15）（17）（22）（23）式 1分，（14）（16）（18）式 2分，（21）（25）式 4
分； 
 解法二：（26）（27）式 3分，（28）（30）（31）式 4分； 
第（4.1）问 11分：（32）式 1分，（33）（34）（35）（37）式 2分，（38）或（39）式 2
分； 
第（4.2）问 11分：（43）（44）（45）（46）（47）（48）（49）式 1分，（42）式 2分，精度

数量级正确 2分。 
 
 
四、（64分） 
 在一次实验中，甲组同学得到了一个球形部分实心装填了某种材料的特制球形干燥管，

管壁外部包裹有不透明的绝热材料。该组同学计划设计实验测定该种材料的导热系数，并据

此推断材料的种类。 
实验计划将两个完全相同电加热器的棒状探头分别探入球形干燥管的两

端，并与管壁紧密接触，如图4.1所示。调节两个电加热器的功率，测得探头

温度分别为𝑇6, 𝑇+(𝑇6 > 𝑇+)时，输出功率为𝑃。本题只考虑遵循傅里叶传导定

律的热传导，并假设实验装置外壁绝热性能良好，连接处导热性能良好。经

过简单的测量，得到球形部分的半径为𝑟!，探头的有效半径为𝑟!𝛿(𝛿 ≪ 1)。 
!"#$1%$2%$3%&'()*+*",# 4- 

（1）作为估算，认为等温面是无数个与探头连线垂直的圆。试以此为基础，

推导球形材料导热系数𝜅的理论公式，用题给参量表示。 
（2）显然，第（1）问的近似是很粗糙的。考虑到球内的热流分布未知，等

温面形状未知，不能简单地采取分割切片微分串联的做法，必须严格求解球

内的温度分布。 
为尽量回避巨量的数学运算，本问希望通过与静电学产生类比，而将所求转化到大家更

为熟悉的领域求解。 
（2.1）我们将温度𝑇看作位矢𝑟的函数，𝑇(𝑟),	这样就得到了一个全空间分布的标量场，称作

温度场。与电流密度类似，定义能流密度矢量𝐽，意义为单位面积上的导热功率。试写出达

到稳态时所讨论的球形材料内部温度场𝑇(𝑟)所满足的不含时微分方程，并给出该温度场分布

的边界条件。 
（2.2）将上述方程与各向同性均匀介质中的静电场稳恒电流基本方程作比较，尝试通过变

量代换的方法使两组方程在数学上同构，并给出具体的代换形式。 
（2.3）经过上述处理，我们将温度场与静电场联系了起来。原则上讲，求解球内的温度分布，

等效于对这个同构的静电系统进行物理上的求解。试简要文字描述该同构的静电系统场源与

介质的空间分布情况。 

 

图 4.1 
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（3）本问及后续所有计算均在球坐标系下进行，即用(𝑟, 𝜃, 𝜙)表示坐标位置，其中𝑟为该点

到原点的位置，𝜃为该点和原点连线与𝑧轴的夹角，𝜙为该点与原点连线在𝑋 − 𝑌平面投影与𝑥
轴正方向的夹角。 
在求解本问题前，不妨先考虑一个静电学体系。 

 如图4.2所示，真空中分布有两对点电荷和两段线电荷。一对点电荷中的一个位于𝑧轴正

半轴上，与原点距离为𝑎，带+𝑞，另一个带−𝑞，与前述点电荷关于原点对称；另一对点电荷

中的一个也位于𝑧轴正半轴上，与原点距离为𝑏（有关系𝑏 > 𝑎），带+�$
1
𝑞，另一个与之关于

原点对称，带−�$
1
𝑞。两段线电荷长度均为𝑙，线电荷密度分别为± R

√1$
，带正电者同样位于𝑧

轴正半轴上，两个顶点与原点距离分别为𝑏和𝑏 + 𝑙，带负电者与其关于原点对称。 
（3.1）以无穷远处电势为零，试求空间中的电势分布𝜑T6 = 𝜑T6(𝑟, 𝜃, 𝜙)，并考察𝑙 → +∞时的
情况。 
在后续的计算中，始终令𝑙 → +∞。 

（3.2）承上问，计算电场强度的径向分量𝐸L6 = 𝐸L6(𝑟, 𝜃, 𝜙)。特别地，考察𝑟 = √𝑎𝑏时，
𝐸L6有何性质。 

!"#$4%&'()*+*",# 7- 
（4）再考虑一个半径为𝑟!的球形电阻，材料的电阻率为𝜌。令在𝑧轴正半轴上距原点𝑟6(𝑟6 < 𝑟!)
处注入电流𝐼!，与其关于原点对称处流出𝐼!，考察稳态的电流分布。 
（4.1）写出球内电场强度在球面上满足的边界条件。 
（4.2）给出球内电势分布𝜑T+ = 𝜑T+(𝑟, 𝜃, 𝜙)。 
提示：由静电场唯一性定理，给定解域内各区的自由电荷分布和介电常量后，若标定电势在

边界上的法向导数（即负的电场强度矢量法向分量），解域内的静电场解若存在则唯一。 
（4.3）令𝑟6 → 𝑟!2，给出球内电势分布𝜑T = 𝜑T(𝑟, 𝜃, 𝜙)。 
（4.4）实际上，𝑟6 = 𝑟!时原（4.1）的边界条件以及（4.2）的计算方法不再适用。为确认电

势分布的合理性，请检验电阻内部通过𝜃 = ,
+
截面的电流是否为𝐼!。 

!"#$5%&'()*+*",# 8- 
（5）通过前述讨论，我们得到了同构静电系统的电场精确解，可以继续解决热学问题了。 
（5.1）试给出球面上的温度分布𝑇|L4L!。为方便后续计算，请将反双曲函数化为对数形式。 
（5.2）利用已知量，试给出材料导热系数𝜅的理论表达式。请取适当的近似，将结果表示成

较为简明的形式。该结果相比于第（1）问结果应更为精确，近似也更为合理。 
（5.3）某次测得 𝛿 = 0.1, 𝑟! = 5	cm, 𝑃 = 1	W, 𝑇6 = 323	K, 𝑇+ = 298	K，试计算该种材料的导

热系数𝜅具体数值，并根据题末的表格推断该种材料的种类。 

图 4.2 
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提示：上一问中近似后得到的公式能够保证这一问中𝜅的系统误差（近似带来的误差）与真

值之比在千分之二之内。 
你可能会用到以下公式： 

d sinh26 𝑥
d𝑥 =

1
√𝑥+ + 1

, P
1

√𝑥+ + 1
d𝑥 = sinh26 𝑥 + C 

sinh26 𝑥 = ln Sr𝑥+ + 1 + 𝑥T 

材料名称 导热系数（W · m!" ∙ K!" 材料名称 导热系数（W · m!" ∙ K!" 
石蜡 0.12 纯硅胶 0.35 
玻璃钢 0.4 钢 36~54 
泡沫 0.045 HDPE 0.5 
LTCC 2 橡胶 0.19~0.26 

 
解：（1） 

𝜅 =
𝑃

𝑇6 − 𝑇+
P

𝑟! sin 𝜃 d𝜃
𝜋(𝑟! sin 𝜃)+

,2&

&
=

2𝑃
𝜋𝑟!(𝑇6 − 𝑇+)

ln cot
𝛿
2 b≈

2𝑃
𝜋𝑟!(𝑇6 − 𝑇+)

ln
2
𝛿c

(1) 

（2） 

（2.1）基本方程 

Ç ∇
+𝑇 = 0

−∇𝑇 = 𝜅𝐽
(2) 

边界条件： 

𝑇(𝑟!, 𝜃, 𝜙) = Ç 𝑇6		, 𝜃 ∈ (0, 𝛿)
𝑇+	, 𝜃 ∈ (𝜋 − 𝛿, 𝜋)

(3) 

  
𝐽 ∙ 𝑛Ê⃗ = 0, 𝜃 ∈ (𝛿, 𝜋 − 𝛿) (4)  

Ë 𝐽 ∙ 𝑑𝑠
&

!
=Ë 𝐽 ∙ 𝑑𝑠

,

,2&
= 𝑃; (5) 

（2.2） 

𝑇 ↔ 𝜑, 𝜅𝐽 ↔ 𝐸Ê⃗ , 𝜅𝑃 ↔ 𝜌𝐼 (6) 

（2.3）真空中有各向同性的线性导电介质均匀分布在半径为𝑟!的球形区域内，输出为𝐼电流
源的正负极对称分布在球两端张角为𝛿的范围内,电接触良好。 
（3）（3.1）先计算𝑧轴正半轴上线电荷在空间中产生的电势𝜑T66。 
位于𝑧至𝑧 + d𝑧处线电荷元在(𝑟, 𝜃, 𝜙)处激发的电势为 

d𝜑T66 =
𝑞d𝑧

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏√𝑧+ + 𝑟+ − 2𝑧𝑟 cos 𝜃
(7.1) 

配方处理，积分 
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𝜑T66 = P
𝑞d𝑧

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏r(𝑧 − 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+

$U=

$
(7.2) 

利用题给公式，得到 

𝜑T66 =
𝑞

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏
⋅ bsinh26

𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 − sinh26

𝑏 − 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 c (8) 

替𝑞为−𝑞，𝜃为−𝜃，得到𝑧轴负半轴上线电荷在空间中产生的电势 

𝜑T6+ = −
𝑞

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏
⋅ bsinh26

𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 − sinh26

𝑏 + 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 c (9) 

再线性叠加上四个点电荷的电势，处理得到 

𝜑T6 =
𝑞

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏
⋅ bsinh26

𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 − sinh26

𝑏 − 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 − sinh26

𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃

+ sinh26
𝑏 + 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 c +

𝑞
4𝜋𝜖!

b
1

√𝑟+ + 𝑎+ − 2𝑎𝑟 cos 𝜃
−

1
√𝑟+ + 𝑎+ + 2𝑎𝑟 cos 𝜃

c

+
�𝑏𝑎 𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑏+ − 2𝑏𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑏+ + 2𝑏𝑟 cos 𝜃
c 

(10) 
[或 

𝜑T6 =
𝑞

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏
⋅ Ïln

r(𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃
r(𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃

+ ln
r(𝑏 + 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 + 𝑟 cos 𝜃
r(𝑏 − 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 − 𝑟 cos 𝜃

Ð

+
𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑎+ − 2𝑎𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑎+ + 2𝑎𝑟 cos 𝜃
c

+
�𝑏𝑎 𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑏+ − 2𝑏𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑏+ + 2𝑏𝑟 cos 𝜃
c 

(11) 
] 
由于 

sinh26
𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃

𝑟 sin 𝜃 − sinh26
𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃

𝑟 sin 𝜃

= ln
r(𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 + 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃
r(𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 + 𝑙 + 𝑟 cos 𝜃

 

上式在𝑙 → +∞时趋于ln 1 = 0，回代得到 

𝜑T6 =
𝑞

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏
⋅ bsinh26

𝑏 + 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 − sinh26

𝑏 − 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 c

+
𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑎+ − 2𝑎𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑎+ + 2𝑎𝑟 cos 𝜃
c

+
�𝑏𝑎 𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑏+ − 2𝑏𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑏+ + 2𝑏𝑟 cos 𝜃
c 
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(12) 
[或 

𝜑T6 =
𝑞

4𝜋𝜖!√𝑎𝑏
ln
r(𝑏 + 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 + 𝑟 cos 𝜃
r(𝑏 − 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+ + 𝑏 − 𝑟 cos 𝜃

+
𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑎+ − 2𝑎𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑎+ + 2𝑎𝑟 cos 𝜃
c

+
�𝑏𝑎 𝑞

4𝜋𝜖!
b

1
√𝑟+ + 𝑏+ − 2𝑏𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑏+ + 2𝑏𝑟 cos 𝜃
c 

(13) 
] 
（3.2）由 

𝐸L6 = −
𝜕𝜑T6
𝜕𝑟

(14) 

结合题目提示 

∂ sinh26 𝑏 ± 𝑟 cos 𝜃𝑟 sin 𝜃
∂𝑟 = −

𝑏
𝑟 ⋅ r(𝑏 ± 𝑟 cos 𝜃)+ + (𝑟 sin 𝜃)+

 

整理得到 

𝐸L6 = −
�𝑏𝑎 𝑞

4𝜋𝜖!𝑟
b

1
√𝑟+ + 𝑏+ − 2𝑏𝑟 cos 𝜃

−
1

√𝑟+ + 𝑏+ + 2𝑏𝑟 cos 𝜃
c

+
𝑞

4𝜋𝜖!
Ï

𝑟 − 𝑎 cos 𝜃

(𝑟+ + 𝑎+ − 2𝑎𝑟 cos 𝜃)
H
+
−

𝑟 + 𝑎 cos 𝜃

(𝑟+ + 𝑎+ + 2𝑎𝑟 cos 𝜃)
H
+
Ð

+
�𝑏𝑎 𝑞

4𝜋𝜖!
Ï

𝑟 − 𝑏 cos 𝜃

(𝑟+ + 𝑏+ − 2𝑏𝑟 cos 𝜃)
H
+
−

𝑟 + 𝑏 cos 𝜃

(𝑟+ + 𝑏+ + 2𝑏𝑟 cos 𝜃)
H
+
Ð 

(15) 
代入𝑟 = √𝑎𝑏，计算得到 

𝐸L6|L4√1$ = 0 (16) 
（4）（4.1）球形电阻不会漏电，因此球面上电流密度矢量没有法向分量。 
得到电场强度的边界条件为 

𝐸L+|L4L! = 0 (17) 
（4.2）（9）式与（3.2）中静电体系在𝑟 = √𝑎𝑏球面上满足的边界条件相同。 
试图在两者之间建立联系。令 

√𝑎𝑏 = 𝑟! (18) 
由静电场唯一性定理，只要使解域内（0 ≤ 𝑟 < 𝑟!）自由电荷分布相同，球形电阻内电势分

布则可以立即得到。 
显然球形电阻内部仅在注入、流出电流两处有电荷积累。在球内分别做各自包含两点的高斯

面，运用静电场高斯定理，得到 

Ë 𝐸Ê⃗ ⋅ d𝜎⃗
V±

= ±
𝑞
𝜖!

(19) 

欧姆定律微分形式 
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𝚥 =
𝐸Ê⃗
𝜌

(20) 

结合 

Ë 𝚥 ⋅ d𝜎⃗
V±

= ±𝐼! (21) 

得到 
𝑞
𝜖!
= 𝜌𝐼! (22) 

则将（3.2）中𝜑T6表达式内
R
W!
替为𝜌𝐼!，𝑏替为

L!"

L&
，𝑎替换为𝑟6，就能得到球内的电势分布（已

令球心处为电势零点） 

𝜑T+ =
𝜌𝐼!
4𝜋𝑟!

⋅ osinh26
𝑟!+ + 𝑟𝑟6 cos 𝜃
𝑟𝑟6 sin 𝜃

− sinh26
𝑟!+ − 𝑟𝑟6 cos 𝜃
𝑟𝑟6 sin 𝜃

p

+
𝜌𝐼!
4𝜋 o

1
r𝑟+ + 𝑟6+ − 2𝑟6𝑟 cos 𝜃

−
1

r𝑟+ + 𝑟6+ + 2𝑟6𝑟 cos 𝜃
p

+
𝜌𝐼!𝑟!
4𝜋 o

1
r𝑟6+𝑟+ + 𝑟6M − 2𝑟𝑟6𝑟!+ cos 𝜃

−
1

r𝑟6+𝑟+ + 𝑟6M + 2𝑟𝑟6𝑟!+ cos 𝜃
p 

(23) 
（4.3）令𝑟6 → 𝑟!2，得到 

𝜑T =
𝜌𝐼!
4𝜋𝑟!

⋅ bsinh26
𝑟! + 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 − sinh26

𝑟! − 𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃 c

+
𝜌𝐼!
2𝜋 o

1
r𝑟+ + 𝑟!+ − 2𝑟𝑟! cos 𝜃

−
1

r𝑟+ + 𝑟!+ + 2𝑟𝑟! cos 𝜃
p 

(24) 
亦可以写作 

𝜑T =
𝜌𝐼!
4𝜋𝑟!

⋅ ln
r𝑟+ + 𝑟!+ + 2𝑟𝑟! cos 𝜃 + 𝑟! + 𝑟 cos 𝜃
r𝑟+ + 𝑟!+ − 2𝑟𝑟! cos 𝜃 + 𝑟! − 𝑟 cos 𝜃

+
𝜌𝐼!
2𝜋 o

1
r𝑟+ + 𝑟!+ − 2𝑟𝑟! cos 𝜃

−
1

r𝑟+ + 𝑟!+ + 2𝑟𝑟! cos 𝜃
p 

（4.4）由 

𝚥 =
𝐸Ê⃗
𝜌

(25) 

与 

𝐼 = Õ𝚥 ⋅ d𝜎⃗
V

(26) 

得到 

𝐼 =
1
𝜌P

𝐸#|#4,+
⋅ 2𝜋𝑟d𝑟

L!

!
(27) 

而 

𝐸# = −
𝜕𝜑T
𝑟𝜕𝜃

(28) 

代入𝜑T，得到 
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𝐸#|#4,+
=

𝜌𝐼!
2𝜋𝑟!r𝑟+ + 𝑟!+

+
𝜌𝐼!

𝜋(𝑟+ + 𝑟!+)
H
+

(29) 

积分得到 

𝐼 = 𝐼!P
𝑟

𝑟!r𝑟+ + 𝑟!+
d𝑟

L!

!
+ 𝐼!P

2𝑟

(𝑟+ + 𝑟!+)
H
+

d𝑟
L!

!
=  √2 − 1¡𝐼! +  2 − √2¡𝐼! = 𝐼! (30) 

检验成功。 
（5） 
（5.1）球面上的电势 

𝜑T|L4L! =
𝜌𝐼!
4𝜋𝑟!

⋅ Yln
cos+ 𝜃2 + cos

𝜃
2

sin+ 𝜃2 + sin
𝜃
2
+

1

sin 𝜃2
−

1

cos 𝜃2
Z (31) 

由（2.2）， 

𝑇|L4L! =
𝜅𝑃
4𝜋𝑟!

⋅ Yln
cos+ 𝜃2 + cos

𝜃
2

sin+ 𝜃2 + sin
𝜃
2
+

1

sin 𝜃2
−

1

cos 𝜃2
Z (32) 

（5.2）取𝜃 = 𝛿,  𝜋 − 𝛿两处计算电势差。近似后： 

𝑇6 − 𝑇+ =
𝜅𝑃
2𝜋𝑟!

∙ b
2
𝛿 + ln

4
𝛿 − 1c

(33) 

得 

𝜅 =
2𝜋𝑟!(𝑇6 − 𝑇+)

𝑃 ⋅ S2𝛿 + ln
4
𝛿 − 1T

(34) 

（5.3）不难直接给出结果 

𝜅 =
2𝜋𝑟!(𝑇6 − 𝑇+)

𝑃 ⋅ S2𝛿 + ln
4
𝛿 − 1T

= 0.346𝑊/𝑚 ∙ 𝐾 (35) 

材料为纯硅胶。 
评分标准：本题满分 64分。 
第（1）问 2分：（1）式 2分 
第（2）问 11分： 
第（2.1）小问 6分：（2）（5）式各 2分，（3）（4）式各 1分； 
第（2.2）小问 3分：（6）式 3分； 
第（2.3）小问 2分：关于静电系统的描述 2分 
第（3）问 18分： 
第（3.1）小问 14分：（7）式 4分，（8）（9）各 2分，（10）（12）各 3分； 
第（3.2）小问 4分：（14）（16）式各 1分 ，（15）式 2分； 
第（4）问 23分： 
第（4.1）小问 1分：（17）式 1分； 
第（4.2）小问 9分：（18）~（22）式各 1分，（23）式 2分，唯一性定理表述 2分； 
第（4.3）小问 4分：（24）式 4分； 
第（4.4）小问 9分：（25）（26）（27）（28）式各 1分，（29）（30）式各 2分，结论 1分； 
第（5）问 10分： 
第（5.1）问 3分：（31）式 2分，（32）式 1分； 
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第（5.2）问 4分：（33）（34）式各 2分； 
第（5.3）问 3分：（35）式 2分，结论 1分； 
 
 
五、（64分） 
光在介质中的传播速度会变慢，变慢程度受介质折射率的大小影响。而根据电动力学理

论，介质的折射率与其电磁性质直接相关。本题尝试探讨介质的电磁学性质影响光在其中传

播速度的机制。 
!"#$1%$2%$3%&'()*+*",# 5- 

（1）对于线偏振光，考虑平面电磁波入射至两种介质分界面的情形。已知对于平面电磁波，

其磁场强度𝐻ÊÊ⃗与电场强度𝐸Ê⃗之间满足大小关系 

Ù𝐸Ê⃗ Ù = �
𝜇
𝜀 Ù𝐻
ÊÊ⃗ Ù (5.1) 

其中𝜇和𝜀分别为介质的磁导率与介电常数。𝐻ÊÊ⃗的方向平行于𝑘Ê⃗ × 𝐸Ê⃗，其中𝑘Ê⃗为电磁波的波矢，

沿电磁波传播方向。在两种介质分界面处，𝐻ÊÊ⃗满足平行于分界面磁场强度分量连续的边界条

件。 
 在介质中，对于光而言，介质的折射率𝑛与介质的相对介电常数𝜀L以及相对磁导率𝜇L之
间满足关系 

𝑛 = r𝜀L𝜇L (5.2) 

如图5.1,5.2所示，一束平面电磁波在两种介质的无限大平面交界面处发生反射与折射，

入射角为𝜃。设入射电磁波的电场强度大小为𝐸!，反射电磁波的电场强度大小为𝐸6，折射电

磁波的电场强度大小为𝐸+，正方向如图中所标注（图5.2中为垂直纸面向外为正）。已知入射

侧介质的折射率为𝑛6，出射侧介质的折射率为𝑛+，介质的相对磁导率𝜇L ≈ 1。 
（1.1）考虑电场强度方向平行于入射面情形，试利用𝐸!, 𝜃, 𝑛6, 𝑛+表示出𝐸6和𝐸+。 
（1.2）考虑电场强度方向垂直于于入射面情形，试利用𝐸!, 𝜃, 𝑛6, 𝑛+表示出𝐸6和𝐸+。 
（2）磁场满足高斯定理——在空间中任作一闭合高斯曲面，其磁通量之和为零。因此，对

于边界重合的两块非闭合曲面，其磁通量大小相等。由此可知，磁通量仅与曲面的边界线有

关。我们构造一个矢量𝐴，使其满足 

Û𝐴 ⋅ 𝑑𝑙 = Õ𝐵Ê⃗ ⋅ 𝑑𝑆 (5.3) 

其中左式为𝐴沿曲面边界线的路径积分，右式为该曲面的磁通量，正方向的选取满足右

手螺旋法则。我们将𝐴称为磁矢势。 
（2.1）在真空中建立一柱坐标系，在坐标原点处存在一电流微元𝐼𝑑𝑙，电流方向沿𝑧轴正方向。

计算(𝜌, 𝜑, 𝑧)处的磁感应强度d𝐵Ê⃗。 
（2.2）接（2.1），该空间中磁矢势𝐴只有𝑧方向分量，且𝑧轴上的磁矢势分布为 

𝐴(0,0, 𝑧) =
𝜇!𝐼d𝑙
4𝜋𝑧

(5.4) 

图 5.1 图 5.2 
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据此计算全空间中的磁矢势分布𝐴(𝜌, 𝜑, 𝑧)。 
（2.3）根据电动力学理论，我们可以利用下式给出体积为d𝑉、电流密度为𝚥的电流微元对距

离其𝑟处产生的磁矢势微元 

d𝐴 =
𝜇!𝚥
4𝜋𝑟

d𝑉 (5.5) 

据此验证你在（2.2）中得出的结果。 
（3）根据电动力学理论，空间中某一处的电场强度𝐸Ê⃗为 

𝐸Ê⃗ = −∇𝑉 −
∂𝐴
∂𝑡

(5.6) 

其中𝑉和𝐴为该处的电势与磁矢势。 
 在真空中有一巨大的薄导体板，可近似认为其无限大，其厚度为ℎ。该空间中电势𝑉处处
为零。在整块导体板上施加随时间变化的均匀电流密度𝐽 = 𝐽(𝑡)𝑒̂X，𝑒̂X是平行于导体板的方

向，电流密度始终保持在整块板上均匀分布。已知𝑡 < 0时电流密度大小始终为零。试证明，

空间中𝑡时刻在距导体板𝑥(ℎ ≪ 𝑥)处的电场强度大小为 

𝐸Ê⃗ = −
1
2𝜇!ℎ𝑐𝚥 S𝑡 −

𝑥
𝑐T

(5.7) 

其中𝑐为真空中光速。注意电磁作用的传播速度为光速而非无穷大，因此电流密度发生

变化时，空间中各处的磁矢势需要一定的时间之后才会发生改变。 
提示：对于关于𝑥和𝑦的函数𝑓，如果它可以写为关于𝑥 + 𝑦整体的函数形式𝑓(𝑥 + 𝑦)，则其偏
导数存在关系： 

∂𝑓
∂𝑥 =

∂𝑓
∂𝑦

(5.8) 

!"#$4%$5%&'()*+*",# 8- 
（4）考虑一束平面电磁波平行于分界面法线方向从真空射入介质中的情形。以入射点为原

点，分界面法线方向为𝑥轴建立空间直角坐标系。介质位于𝑥 > 0区域。入射光电场强度分布

用复数表示为𝐸Ê⃗ = 𝐸!𝑒((YJ2;-)𝑒̂X，其中𝑘为真空中波矢大小，𝜔为角频率。介质折射率为𝑛，
相对磁导率𝜇L ≈ 1。 
（4.1）写出反射光、透射光的电场强度𝐸Ê⃗Z(𝑥, 𝑡)和𝐸Ê⃗ [(𝑥, 𝑡)。 
（4.2）介质的极化率为𝜒T。当𝜒T ≪ 1时，试对𝐸Ê⃗ Z(𝑥, 𝑡)和𝐸Ê⃗ [(𝑥, 𝑡)进行泰勒展开，保留至首两

阶非零项，结果中不允许出现𝑛。 
（5）接（4），此问中尝试用反复极化的观点去看待（4）中的过程。已知在介质中激发极

化电场与电流仍会存在能量损耗，该损耗极小但不为零，使得在考虑有限远处的电场时可以

忽略它，但考虑无穷远处时不可忽略。 
（5.1）介质整体呈电中性，无自由电荷。因此介质中可能存在的电流由极化电荷所产生。介

质中的零级电场为入射光的电场强度。写出零级电场在介质中产生的电流分布𝐽!(𝑥, 𝑡)。（结
果中不允许出现𝑛） 
（5.2）根据零级电流分布，结合第（3）问中所得结论，试求𝑥 = 𝑠(𝑠 < 0)处零级电流激发的

电场强度𝐸6ÊÊÊÊ⃗ (𝑠, 𝑡)(𝑠 < 0)。令𝐸Ê⃗6(𝑠, 𝑡)为一级电场强度，将计算结果与（4.2）问中结果作比较。 
（5.3）同理，计算𝑥 = 𝑠(𝑠 > 0)处的一级电场强度𝐸Ê⃗6(𝑠, 𝑡)(𝑠 > 0)并将计算结果与（4.2）问中
结果作比较，并尝试解释为何介质中的光速会变慢。 
 
解：（1）（1.1）入射角为θ，设反射角为θ6，折射角为θ+。根据折射定律和反射定律有 

θ = θ6 (1) 
𝑛6 𝑠𝑖𝑛 θ = 𝑛+ 𝑠𝑖𝑛 θ+ (2) 

对于该介质，折射率𝑛与相对介电常数εL满足关系 
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𝑛 = rεL (3) 
对于电场强度方向平行于入射面的电磁波，在分界面处满足以下边界条件： 
切向电场强度连续 

𝐸! 𝑐𝑜𝑠 θ − 𝐸6 𝑐𝑜𝑠 θ6 = 𝐸+ 𝑐𝑜𝑠 θ+ (4) 
法向电位移矢量连续 

ε!εL6𝐸! 𝑠𝑖𝑛 θ + ε!εL6𝐸6 𝑠𝑖𝑛 θ6 = ε!εL+𝐸+ 𝑠𝑖𝑛 θ+ (5) 
亦即 

𝑛6+𝐸! 𝑠𝑖𝑛 θ + 𝑛6+𝐸6 𝑠𝑖𝑛 θ6 = 𝑛++𝐸+ 𝑠𝑖𝑛 θ+ (5 ∗) 
联立解得 

𝐸6 =
𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 θ − 𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ+
𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ+

𝐸! (6) 

𝐸+ =
2𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ

𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑛6 𝑐𝑜𝑠 𝜃+
𝐸! (7) 

其中 

θ+ = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 b
𝑛6
𝑛+
𝑠𝑖𝑛 θc (8) 

或将结果写为 

𝐸6 =
𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 θ −

𝑛6
𝑛+
r𝑛++ − 𝑛6+𝑠𝑖𝑛+θ

𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 θ +
𝑛6
𝑛+
r𝑛++ − 𝑛6+𝑠𝑖𝑛+θ

𝐸! (6 ∗) 

𝐸+ =
2𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ

𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +
𝑛6
𝑛+
r𝑛++ − 𝑛6+𝑠𝑖𝑛+𝜃

𝐸! (7 ∗) 

（1.2）根据题给信息，在该介质中电磁波的磁场强度𝐻与电场强度𝐸满足关系 

𝐻 = q
ε
µ𝐸 = q

εL
µL
q
ε!
µ!
𝐸 ≈ rεLq

ε!
µ!
𝐸 = 𝑛q

ε!
µ!
𝐸 (9) 

在介质分界面满足以下边界关系： 
切向电场强度连续 

𝐸! + 𝐸6 = 𝐸+ (10) 
切向磁场强度连续 

𝐻! 𝑐𝑜𝑠 θ − 𝐻6 𝑐𝑜𝑠 θ6 = 𝐻+ 𝑐𝑜𝑠 θ+ (11) 
亦即 

𝑛6q
ε!
µ!
𝐸! 𝑐𝑜𝑠 θ − 𝑛6q

ε!
µ!
𝐸6 𝑐𝑜𝑠 θ6 = 𝑛+q

ε!
µ!
𝐸+ 𝑐𝑜𝑠 θ+ (11 ∗) 

联立解得 

𝐸6 =
𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ − 𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 θ+
𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ + 𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 θ+

𝐸! (12) 

𝐸+ =
2𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ

𝑛6 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑛+ 𝑐𝑜𝑠 𝜃+
𝐸! (13) 

其中 

𝜃+ = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 b
𝑛6
𝑛+
𝑠𝑖𝑛 𝜃c (8) 

或将结果写为 
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𝐸6 =
𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ − r𝑛++ − 𝑛6+𝑠𝑖𝑛+θ
𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ + r𝑛++ − 𝑛6+𝑠𝑖𝑛+θ

𝐸! (12 ∗) 

𝐸+ =
2𝑛6 𝑐𝑜𝑠 θ

𝑛6 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + r𝑛++ − 𝑛6+𝑠𝑖𝑛+𝜃
𝐸! (13 ∗) 

（2）（2.1）(ρ, φ, 𝑧)所在位置相对于原点的位置矢量设为𝑟。根据毕奥-萨伐尔定律，原点处

的电流元在该处产生的磁感应强度为 

𝑑𝐵Ê⃗ =
µ!
4π
𝐼𝑑𝑙 × 𝑟̂
𝑟+

(14) 

计算得到 

𝑑𝐵Ê⃗ =
µ!ρ𝐼𝑑𝑙

4π(ρ+ + 𝑧+)
H
+
φä (15) 

（2.2）由于𝐴只有𝑧方向分量，选取0~ρ, 𝑧~𝑧 + 𝑑𝑧的矩形，根据题干（2）式，有 

𝐴(0, φ, 𝑧)𝑑𝑧 − 𝐴(ρ, φ, 𝑧)𝑑𝑧 = 𝑑𝑧P
µ!ρ𝐼d𝑙

4π(ρ+ + 𝑧+)
H
+

d
\

!
ρ (16) 

由此得到磁矢势在空间中的分布 

𝐴(ρ, φ, 𝑧) =
µ!𝐼d𝑙

4πrρ+ + 𝑧+
(17) 

（2.3）对于（2.2）中情形， 
𝑟 = rρ+ + 𝑧+ (18) 

因此 

𝐴 =
µ!𝐼d𝑙

4πrρ+ + 𝑧+
(19) 

（3）由于电磁作用以光速传播，考虑图中所示的半径为𝑟的环状微元。该环上各处到所考虑

的场点距离相等，传播所需时间相同。𝑡时刻所考虑场点处的电场受环状微元处𝑡 − √𝑥+ + 𝑟+/
𝑐时刻的电流密度影响。由于空间中处处电势相等，因此𝑡时刻，环状微元对场点产生的电场

强度微元为 

d𝐸Ê⃗ (𝑡) = −
∂
∂𝑡 d𝐴o𝑡 −

√𝑟+ + 𝑥+

𝑐 p (20) 

根据（2.3）所给信息，有 

d𝐴o𝑡 −
√𝑥+ + 𝑟+

𝑐 p =
µ!
4π

⋅
𝚥 o𝑡 − √𝑥

+ + 𝑟+
𝑐 p ⋅ 2π𝑟ℎd𝑟

√𝑥+ + 𝑟+
(21)

 

因此 

𝐸Ê⃗ = P𝑑𝐸Ê⃗ 	

= −P
∂
∂𝑡
𝚥 o𝑡 −

√𝑥+ + 𝑟+

𝑐 p
∞

!
⋅
µ!ℎ𝑟d𝑟

2√𝑥+ + 𝑟+
(22) 

令𝑢 = √𝑥+ + 𝑟+，则 
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d𝑢 =
𝑟d𝑟

√𝑥+ + 𝑟+
(23) 

因此 

𝐸Ê⃗ (𝑡) = −
µ!ℎ
2 P

∂
∂𝑡
𝚥 S𝑡 −

𝑢
𝑐T

d
∞

-
𝑢 (24) 

又因为 

∂𝚥 S𝑡 − 𝑢𝑐T
∂𝑡 = −𝑐

∂𝚥 S𝑡 − 𝑢𝑐T
∂𝑢

(25) 

故 

																																	𝐸Ê⃗ (𝑡) =
µ!𝑐ℎ
2 P

∂𝚥 S𝑡 − 𝑢𝑐T
∂𝑢

d
L4U∞

L4!
𝑢 	

=
1
2µ!𝑐ℎ å𝚥 S𝑡 −

𝑢
𝑐T
|]4U∞ − 𝚥 S𝑡 −

𝑢
𝑐T
|]4-æ	

= −
1
2µ!𝑐ℎ𝚥 S𝑡 −

𝑥
𝑐T

(26) 

（4）（4.1）入射角θ = 0，根据（1）中结论，可知此时的透射率𝑡和反射率𝑟分别为 

𝑡 =
2

1 + 𝑛
(27) 

𝑟 =
1 − 𝑛
1 + 𝑛

(28) 

在介质中传播的电磁波波矢大小为 
𝑘< = 𝑛𝑘 (29) 

得到透射光和反射光的电场强度 

𝐸[ÊÊÊÊ⃗ (𝑥, 𝑡) =
2

1 + 𝑛𝐸!𝑒Xç𝑒
((^J23;-) (30) 

𝐸ZÊÊÊÊ⃗ (𝑥, 𝑡) =
1 − 𝑛
1 + 𝑛𝐸!𝑒Xç𝑒

((^JU;-) (31) 

（4.2）介质中折射率与介质极化率之间满足关系 
𝑛 = r1 + χT (32) 

以χT为小量，泰勒展开保留首两阶得到 

𝐸[ÊÊÊÊ⃗ (𝑥, 𝑡) = ©1 −
1
4
(1 + 2𝑖𝑘𝑥)χTª 𝐸Ê⃗ (𝑥, 𝑡) (33) 

𝐸ZÊÊÊÊ⃗ (𝑥, 𝑡) = ©−
1
4
χT +

1
8
χT+ª 𝐸Ê⃗ (𝑥, 𝑡) (34) 

（5）（5.1）介质中极化强度矢量𝑃Ê⃗与电场强度𝐸Ê⃗之间满足关系 
𝑃Ê⃗ = χTε!𝐸Ê⃗ (35) 

变化的极化强度矢量会产生电流密度𝚥 

𝚥 =
∂𝑃Ê⃗
∂𝑡 = 𝑖ωχTε!𝐸Ê⃗ (36) 

（5.2）零级电流密度𝚥(𝑡, 𝑥)分布仅仅是𝑥与𝑡的函数，任意时刻在𝑥!~𝑥! + d𝑥!的范围内电流密

度矢量均匀分布。利用（3）中所得到的结论，该范围内的电流密度在𝑥 = 𝑠处产生的电场强

度矢量微元为 

𝑑𝐸Ê⃗ = −
1
2µ!𝑐d𝑥!𝚥 S𝑡 −

𝑥! − 𝑠
𝑐 , 𝑥!T	
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= −
1
2µ!𝑐d𝑥! ⋅ 𝑖ωχTε!𝐸!𝑒

(^_J2-!2`a b2(;-!𝑒Xç (37) 

总电场强度为 

𝐸Ê⃗ = −
𝑖
2 µ!𝑐ωχTε!𝐸!P 𝑒(^_JU

`
ab2(;-!2(^

-!
a d

U∞

!
𝑥!𝑒Xç	

=
µc𝑐+χTε!𝐸!

4 𝑒(^_JU
`
ab2(;-!2(^

-!
a |!

U∞𝑒Xç	

= −
1
4 χT𝐸!𝑒

(^JU(;`𝑒Xç (38) 

可以发现与（34）第一项相同。 
（5.3）同理，有 

𝐸Ê⃗ =
1
2µ!𝑐ωχTε!𝐸! °P 𝑒(^_J2

`2-!
a 2(;-!bd

`

!
𝑥! +P 𝑒(^_J2

-!2`
a b2(;-d

U∞

`
𝑥!±	

=
1
4 χT

(1 − 2𝑖𝑘𝑠)𝐸!𝑒((^J2;`)𝑒Xç (39) 

可以发现与（33）第二项相同。 
由此可见光在介质中传播速度会变慢的原因是，电磁波产生的电场会在介质中反复极化和干

涉，最终得到的电场强度分布等效为传播速度为
a
3
的电磁波的电场强度分布。 

评分标准：本题满分 64分。 
第（1.1）问 7分：（1）（2）（3）（4）（5）（6）（7）式 1分； 
第（1.2）问 5分：（9）（10）（11）（12）（13）式 1分； 
第（2.1）问 3分：（15）式 3分； 
第（2.2）问 4分：（16）（17）式 2分； 
第（2.3）问 2分：（18）（19）式 1分； 
第（3）问 12分：（25）式 2分，（20）（21）式 3分，（26）式 4分； 
第（4.1）问 5分：（27）（28）（29）（30）（31）式 1分； 
第（4.2）问 6分：（33）（34）式 3分； 
第（5.1）问 4分：（35）（36）式 2分； 
第（5.2）问 8分：（37）式 3分，（38）式 5分； 
第（5.3）问 8分：（39）式 5分；原因 3分。 
 
 


