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第 15届 CPHOS物理竞赛联考 

 理论试题 
考试时间： 2023年 4月 22日  9:00—12:00 

命题人：朱信霖 徐嘉珺 史景喆 张天昊 
王梓人 杨  旸 杨载文 

审题人：陈浩楠 高铭泽 戴正宇 龚俊安 
陆伊炀 余博文 李瀚奕 

 
考生必读 

1、 考生考试前请务必阅读本须知。 
2、 本试题共 7 页，答题卡共 8 页，总分 320 分。 
3、 如遇到试题印刷不清楚的情况，请务必向监考老师提出。 
4、 需要阅卷老师评阅的内容一定要写在答题纸相应题号后面的空白处；阅卷老师只评阅

答题纸上的内容，写在试题纸和草稿纸上的内容一律不被评阅。 
 
 
一、（40 分） 

如图1.1所示，在水平地面上放置一质量𝑀，

半径𝑅的空心均匀圆筒。一质量𝑚，半径𝑟的空心

均匀小圆筒在该大圆筒中滚动，两圆筒轴的连线

与竖直向下方向成夹角𝜃。圆筒内部有一不计质

量的控制装置和引擎保持运转，使得在地面系下

小圆筒与大圆筒自转角之差具有恒定时间变化

率𝜔!。已知所有接触都足够粗糙，且没有滚动摩

擦。初态系统静止于平衡状态，控制装置关闭。

在𝑡 = 0时启动控制装置，认为在考察范围内圆

筒不分离。已知重力加速度为𝑔。 
（1）求运动过程𝜃̇与𝜃的关系。 
（2）求解地面提供的支持力𝑁与𝜃的关系。 
解：（1）假设大圆筒转过角 𝛼，小圆筒转过角 𝜙 
纯滚条件： 

𝑟(𝜙 + 𝜃) = 𝑅(𝛼 + 𝜃) (1) 
控制装置： 

𝜙̇ − 𝛼̇ = 𝜔! (2) 
结合前两式得到 

𝛼̇ = −𝜃̇ +
𝑟𝜔!
𝑅 − 𝑟

(3) 

设地面给大圆筒向右的摩擦力 𝑓"，小圆筒给大圆筒顺时针方向的摩擦力 𝑓#，则水平动量方

程： 

𝑓" =
d
d𝑡 :

(𝑀 +𝑚)𝛼̇𝑅 +𝑚(𝑅 − 𝑟)𝜃̇cos𝜃> (4) 

大圆筒转动方程： 

图1. 1 
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(𝑓# − 𝑓")𝑅 = 𝑀𝑅#𝛼̈ (5) 
大圆筒平动系中小圆筒平动方程： 

𝑚(𝑅 − 𝑟)𝜃̈ = 𝑓# −𝑚𝑔sin𝜃 −𝑚𝑅𝛼̈cos𝜃 (6) 
联立以上各式，得到关于 𝜃 的微分方程： 

𝑚𝑔sin𝜃 −𝑚(2𝑅 − 𝑟)𝜃̈cos𝜃 + (2𝑀 +𝑚)𝑅𝜃̈ + 𝑚(𝑅 − 𝑟)𝜃̈ + 𝑚(𝑅 − 𝑟)𝜃̇#sin𝜃 = 0 (7) 
利用 

1
2
d𝜃̇#

d𝜃 = 𝜃̈ 

得到分离变量后的微分方程： 

d𝜃̇#

(𝑅 − 𝑟)𝜃̇# + 𝑔
= −

2sin𝜃d𝜃

:2 + 2𝑀𝑚 >𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)cos𝜃
(8) 

积分得到 

1
𝑅 − 𝑟 ln

(𝑅 − 𝑟)𝜃̇# + 𝑔
(𝑅 − 𝑟)𝜃̇!# + 𝑔

= −
2

2𝑅 − 𝑟 ln
:2 + 2𝑀𝑚 >𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)cos𝜃

:2 + 2𝑀𝑚 >𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)
(9) 

由于初始时大圆筒相对于与地面接触的点不受到力矩，因此 
𝛼̇! = 0 (10) 

于是 

𝜃̇! =
𝑟𝜔!
𝑅 − 𝑟

(11) 

得到 

𝜃̇ =
I−𝑔 + J

𝑟#𝜔!#
𝑅 − 𝑟 + 𝑔K J

(2 + 2𝑀/𝑚)𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)cos𝜃
2𝑀𝑅/𝑚 K

$#(&$')#&$'

𝑅 − 𝑟
(12)

 

（2）由（1）可计算出 

𝜃̈ =
1
2
d𝜃̇#

d𝜃 = −
𝑚sin𝜃
2𝑀𝑅 M𝑔 +

𝑟#𝜔!#

𝑅 − 𝑟NM
(2 + 2𝑀/𝑚)𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)cos𝜃

2𝑀𝑅/𝑚 N
$#(&$')#&$' $"

(13) 

由竖直方向的动量方程 
𝑁 − (𝑚 +𝑀)𝑔	 = 	𝑚(𝑅 − 𝑟)P𝜃̇#cos𝜃 + 𝜃̈sin𝜃Q (14) 

最终得到 
𝑁 = (𝑚 +𝑀)𝑔	

+𝑚(𝑅 − 𝑟)

⎝

⎜
⎛−𝑔 + J

𝑟#𝜔!#
𝑅 − 𝑟 + 𝑔K J

(2 + 2𝑀/𝑚)𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)cos𝜃
2𝑀𝑅/𝑚 K

$#(&$')#&$'

𝑅 − 𝑟 cos𝜃 

−
𝑚sin#𝜃
2𝑀𝑅 M𝑔 +

𝑟#𝜔!#

𝑅 − 𝑟N M
(2 + 2𝑀/𝑚)𝑅 − 𝑟 − (2𝑅 − 𝑟)cos𝜃

2𝑀𝑅/𝑚 N
$#(&$')#&$' $"

U (15) 

评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 30 分：（2）（4）（5）（10）（11）式各 2 分，（3）（6）（7）（8）式各 3 分；（9）
（12）各 4 分。 
第（2）问 10 分：（13）（14）式各 3 分，（15）式 4 分。 
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二、（40 分）磁场与转动参考系的等效 
设空间中存在电场𝐸W⃗和匀强磁场𝐵W⃑ 。某惯性系𝑆中以某点𝑂为原点建立柱坐标系{𝑟, 𝜃, 𝑧}，

使得磁感应强度为𝐵W⃑ = 𝐵𝑧̂（其中𝑧̂是𝑧方向的单位矢量）。设在此惯性系内有一个质量为𝑚、

带电量为𝑞 > 0的质点在平面𝑧 = 0中运动，其位置矢量记为𝑟⃑(𝑡)，速度矢量记为𝑣′。所有讨

论都只考虑电磁力并且忽略相对论效应。 
（1）请写出矢量形式的质点运动方程。 
（2）洛伦兹力项的形式让我们联想到科里奥利力，本问尝试探究二者之间的关联。 
（2.1）假设空间中存在一转动非惯性系，考察该非惯性系下的一个质点。用𝑣⃑′表示质点相对

转动参考系的速度，用𝛺W⃑及𝛺W⃗ ̇表示非惯性系的角速度和角加速度。认为不同的参考系原点始

终重合，则在该非惯性系下质点受到的惯性力有哪几种？分别写出它们的名称和矢量表达式。 
（2.2）求一个合适的角速度𝜔WW⃑，使得在该角速度转动的非惯性参考系下，质点受到的科里奥

利力与（1）中质点受到的洛伦兹力不论形式上还是数值上完全等同。 
（3）上述讨论启发我们把磁场所在的惯性系𝑆看成一个转动非惯性系𝐾′，将洛伦兹力等效为

非惯性系下质点受到的科里奥利力，从而可以转换到与𝐾′相对应的惯性系𝐾（𝐾′与𝐾的原点

始终重合）中讨论任何可能遇到的问题——这样做有时是方便的。完成从𝐾′到𝐾的参考系变

换，给出𝐾系中矢量形式的质点运动方程。 
提示：从惯性系转换到非惯性系，运动方程中需要引入惯性力——这里是从非惯性系转换到

惯性系，运动方程中应当减去惯性力。 
（4）利用以上方法解决以下问题：保持原题干条件，额外给出电场𝐸W⃗对应的电势分布 

𝑉 =
1
2
𝑘
𝑞 𝑟

# (2.1) 

其中𝑘是常数，𝑟 = |𝑟|，质点在这样的电磁场中做半径为𝑅的匀速圆周运动。 
（4.1）在原惯性系𝑆中求匀速圆周运动的角速度𝜃̇。 
（4.2）在匀速圆周运动的平面内给质点一个径向的小扰动，在（3）中所说的𝐾系中求径向

小振动的角频率。 
解：（1）矢量形式的质点运动方程为 

𝑚𝑟̈ = 𝑞P𝐸W⃑ + 𝑣⃑) × 𝐵W⃑ Q (1) 

带入𝐸W⃑ = −∇𝑉 − *+⃑
*-
或𝐵W⃑ = ∇ × 𝐴也算对。 

（2.1）还有 3种： 
惯性离心力（或离心力）

𝐹⃑. = −𝑚𝛺W⃑ × P𝛺W⃑ × 𝑟⃑Q = −𝑚𝛺#𝑟 (2) 
切向惯性力 

𝐹⃑/ = −𝑚𝛺W⃑ ̇ × 𝑟 (3) 

科里奥利力（或科氏力） 
𝐹⃑.0' = −2𝑚𝛺W⃑ × 𝑣⃑) (4) 

由于认为不同参考系原点始终重合，这里没有平动惯性力，也没有区分𝑟⃑和𝑟′，但如果把

（2）（3）中的𝑟⃑写成𝑟′也算对；不写“𝐹⃑. =”，“𝐹⃑/ =”和“𝐹⃑.0' =”不算错 
（2.2）令

𝑞𝑣⃑) × 𝐵W⃑ ≡ 2𝑚𝑣) × 𝛺W⃑ (5) 
显然可以取 
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𝛺W⃑ =
𝑞
2𝑚𝐵W⃑ (6) 

（3）注意到 

−𝑞
𝜕𝐴
𝜕𝑡 = −

1
2𝑞

𝜕
𝜕𝑡 P𝐵

W⃑ × 𝑟Q = −
1
2𝑞𝐵

W⃑ ̇ × 𝑟 = −𝑚𝛺W⃑ ̇ × 𝑟 (7) 

这里没有
*'⃑
*-
项是因为应该先求出𝑟⃑处的

*+⃑
*-
（此时𝑟不是质点的位矢）再代入运动方程（此时𝑟⃑

才是质点的位矢） 
把（5）（7）代入（1），𝑆系即𝐾′系中矢量形式的运动方程可以写为 

𝑚𝑟̈ = −𝑞∇𝑉 −𝑚𝛺W⃑ ̇ × 𝑟 − −2𝑚𝛺W⃑ × 𝑣⃑) 

= −𝑞𝛻𝑉 +𝑚𝛺W⃑ × P𝛺W⃑ × 𝑟Q −𝑚𝛺W⃑ × P𝛺W⃑ × 𝑟⃑Q − 𝑚𝛺W⃑ ̇ × 𝑟 − −2𝑚𝛺W⃑ × 𝑣⃑) (8) 

变换参考系，减去惯性力得到𝐾系中矢量形式的运动方程 
𝑚𝑟̈ = −𝑞𝛻𝑉 +𝑚𝛺W⃑ × P𝛺W⃑ × 𝑟Q = −𝑞𝛻𝑉 −𝑚𝛺#𝑟⃑ (9) 

这里同样没有区分𝑟和𝑟′（特别注意左边的加速度） 
（4.1）理所当然地取𝜃增大方向为𝜃̇的正方向，在极坐标系中写出运动方程 

𝑚P−𝑅𝜃̇#Q = −𝑞
𝑘
𝑞 𝑅 + 𝑞𝑅𝜃̇𝐵

(10) 

解得 

𝜃̇ = −𝜔 ±s𝜔# +
𝑘
𝑚 = −

𝑞𝐵
2𝑚 ± s(

𝑞𝐵
2𝑚)

# +
𝑘
𝑚

(11) 

（4.2）设𝐾系中极坐标的角度为𝜑，则 
𝜑̇! = 𝜃̇ + 𝛺 (12) 

其中，𝜑̇!是径向扰动前的角速度 
径向扰动后，取𝑟 = 𝑅 + 𝛿，𝐾系中极坐标系下的运动方程为 

𝑚P𝛿̈ − (𝑅 + 𝛿)𝜑̇#Q = −𝑘(𝑅 + 𝛿) −𝑚𝜔#(𝑅 + 𝛿) (13) 
由于扰动是径向的，角动量守恒 

𝑚𝑅#𝜑̇! = 𝑚(𝑅 + 𝛿)#𝜑̇ (14) 
考虑到|𝛿| ≪ 𝑅，把（14）代入（13）并取一级近似得到小振动方程 

𝛿̈ + 4𝜑̇!#𝛿 = 0 (15) 
小振动角频率即为 

𝜔 = 2|𝜑̇!| = 2sJ
𝑞𝐵
2𝑚K

#

+
𝑘
𝑚

(16) 

评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 2 分； 
第（2）问 12 分： 
第（2.1）小问 7 分：回答“3”占 1 分，三种惯性力的名称各 1 分，表达式各 1 分； 
第（2.2）小问 5 分：（5）式 2 分，（6）式 3 分； 
第（3）问 8 分：（7）（9）式各 3 分，（8）式 2 分； 
第（4）问 18 分： 
第（4.1）小问 6 分：（10）式 3 分，（11）式 3 分； 
第（4.2）小问 12 分：（12）（16）式各 3 分，（13）（14）（15）式各 2 分。 
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图3.1 

 
 
三、（60 分）冰淇淋双球的瓦解 
【请将各答案写在对应答题卡区域，否则作答无效】 

小明爱吃冰淇淋双球，不幸的是上面一个冰淇淋

球开始滚落，现建立模型讨论这个问题。如图3.1所
示，空间中固定一个绝对粗糙的大球体，其半径为

𝑅。大球上放置一个均匀小球，半径为𝑟 < 𝑅，质量为

𝑚。重力加速度为𝑔。我们使用球坐标系，约定大球球

心为原点，极轴𝜃 = 0竖直向上。假设某一时刻小球球

心位于(𝑅, 𝜃, 𝜑), 且具有角速度𝜔WW⃗ = 𝜔'𝑟̂ + 𝜔1𝜃x +

𝜔2𝜑y。设摩擦力𝑓 = 𝑓1𝜃x + 𝑓2𝜑y，支持力𝑁WW⃗ = 𝑁𝑟̂。 

本题第（1）问请在答题纸第 3 页作答 
（1）接下来，我们求解小球的运动： 
（1.1）基矢量𝑟̂, 𝜃x, 𝜑y依赖于小球的位置，导出基矢量随时间的变化率，用𝜃, 𝜑, 𝜃̇, 𝜑̇及基矢量

表达。 
（1.2）根据小球受力、约束，消去𝜔1 , 𝜔2，给出小球运动的微分方程。 
（1.3）找出小球的全部非平凡守恒量并加以证明。 

本题第（2）问请在答题纸第 4 页作答 
（2）初态，小球位于大球球顶(𝑅, 0, 0)，角速度𝜔WW⃗ = 𝜔'𝑟̂，质心相对大球静止。小球受到一

个微扰，沿𝜑 = 0对应的子午线下滚。 
（2.1）解出𝜑̇, 𝜃̇以及支持力𝑁关于𝜃的函数。 
（2.2）当𝜔'达到一定大小后球会始终在停留在大球球面，不会脱离。解出这个临界角速度

𝜔'3，并写出当𝜔' > 𝜔'3时，𝜃的最大值𝜃456(𝜔')。 
（2.3）接上问, 当𝜔'再大一些时，微扰将不足以让小球自发离开球顶。求达到这种模式的第

二临界角速度𝜔'3′。 
说明：解一将大球半径以图中所标注𝑹 − 𝒓为准，解二以题干描述𝑹为准，两种答案均认

可。 
解一：（1）（1.1）不难求出基矢量关于时间的导数： 

d𝑟̂
d𝑡 = 𝜃̇𝜃x + 𝜑̇ sin 𝜃 𝜑y (1) 

d𝜃x
d𝑡 = −𝜃̇𝑟̂ + 𝜑̇ cos 𝜃 𝜑y (2) 

d𝜑y
d𝑡 = −𝜑̇ sin 𝜃 𝑟̂ − 𝜑̇ cos 𝜃 𝜃x (3) 

（1.2）质心加速度为： 
d𝑣⃗
d𝑡 = 𝑅

d
d𝑡 P𝜃̇𝜃

x + 𝜑̇ sin 𝜃 𝜑yQ

= −𝑅P𝜃̇# + 𝜑̇#sin#𝜃Q𝑟̂ + 𝑅P𝜃̈ − 𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃Q𝜃x + 𝑅P𝜑̈ sin 𝜃 + 2𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃Q𝜑y (4)
 

由质心运动定理： 
𝑓1 +𝑚𝑔 sin 𝜃 	= 𝑚𝑅𝜃̈ −𝑚𝑅𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃 (5) 

𝑓2 = 𝑚𝑅𝜑̈ sin 𝜃 + 2𝑚𝑅𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 (6) 
𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 −𝑚𝑅𝜃̇# −𝑚𝑅𝜑̇# sin# 𝜃 (7) 

考察小球相对质心的角动量变化： 
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d𝐿W⃗
d𝑡 =

d
d𝑡 M

2
5𝑚𝑟

#P𝜔'𝑟̂ + 𝜔1𝜃x + 𝜔2𝜑yQN

=
2
5𝑚𝑟

#}P𝜔'̇ −𝜔1𝜃̇ − 𝜔2𝜑̇ sin 𝜃Q𝑟̂ + P𝜔'𝜃̇ + 𝜔1̇ −𝜔2𝜑̇ cos 𝜃Q𝜃x + P𝜔'𝜑̇ sin 𝜃 + 𝜔1𝜑̇ cos 𝜃 + 𝜔2̇Q𝜑y~(8)
 

由力矩的定义： 

𝑀WW⃗ = (−𝑟𝑟̂) × 𝑓 = 𝑟𝑓2𝜃x − 𝑟𝑓1𝜑y (9) 

由纯滚约束： 
𝑅𝜃̇ − 𝑟𝜔2 = 0 (10) 

𝑅𝜑̇ sin 𝜃 + 𝑟𝜔1 = 0 (11) 
以及角动量定理： 

𝑀WW⃗ =
d𝐿W⃗
d𝑡

(12) 

代入，最终可以解得 
𝜔̇' = 0 (13) 

2𝑟𝜔'𝜃̇ − 7𝑅𝜑̈ sin 𝜃 − 14𝑅𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 = 0 (14) 
2𝑟𝜔'𝜑̇ sin 𝜃 − 7𝑅𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃 + 7𝑅𝜃̈ = 5𝑔 sin 𝜃 (15) 

（1.3）由（13）式，我们显然有: 
𝜔' = Const. (16) 

将（14）式乘以−sin 𝜃，可以得到： 
−2𝑟𝜔'𝜃̇ sin 𝜃 + 7𝑅𝜑̈ sin# 𝜃 + 14𝑅𝜃̇𝜑̇ sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 (17) 

也就是： 
d
d𝑡
(2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7𝑅𝜑̇ sin# 𝜃) = 0 (18) 

这说明： 
2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7𝑅𝜑̇ sin# 𝜃 = Const. (19) 

此为第二个守恒量。 
接下来证明能量守恒： 

𝐸 =
1
5𝑚𝑟

#𝜔'# +
7
10𝑚𝑅

#P𝜃̇# + 𝜑̇# sin# 𝜃Q +𝑚𝑔𝑅 cos 𝜃 (20) 

d𝐸
d𝑡 =

7
5𝑚𝑅

#P𝜃̇𝜃̈ + 𝜑̇𝜑̈ sin# 𝜃 + 𝜃̇𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃Q −𝑚𝑔𝑅𝜃̇ sin 𝜃 (21) 

代入并结合（14）与（15）式： 
d𝐸
d𝑡 = 𝑚𝑅𝜃̇ sin 𝜃 J𝑔 −

2
5 𝑟𝜔'𝜑̇ +

7
5𝑅𝜑̇

# cos 𝜃K +
7
5𝑚𝑅

# sin 𝜃 P𝜑̇𝜑̈ sin 𝜃 + 𝜃̇𝜑̇# cos 𝜃Q −𝑚𝑔𝑅𝜃̇ sin 𝜃	

= 𝑚𝑅𝜑̇ sin 𝜃 J−
2
5
𝑟𝜔'𝜃̇ +

14
5
𝑅𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 +

7
5
𝑅𝜑̈ sin 𝜃K = 0 (22) 

故能量守恒。（注：直接说明摩擦力不做功代替（22）式，也可以） 
故我们可得到三个守恒量： 

𝜔'；𝐸；2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7𝑅𝜑̇ sin# 𝜃 
（注：其余的各种形式，只要是独立的三个量，且由以上三个量进行代数运算得到，均可

被视为有效的答案） 
（2.1）由守恒量2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7𝑅𝜑̇ sin# 𝜃以及初态： 

2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7𝑅𝜑̇ sin# 𝜃 = 2𝑟𝜔' (23) 
由机械能守恒： 
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7
10
𝑅 M𝜃̇# +

4𝑟#𝜔'#(1 − cos 𝜃)#

49𝑅# sin# 𝜃 N = 𝑔(1 − cos 𝜃) (24) 

 
解得： 

𝜑̇ =
2𝑟𝜔'(1 − cos 𝜃)

7𝑅 sin# 𝜃
(25) 

𝜃̇ = s10𝑔
7𝑅

(1 − cos 𝜃) −
4𝑟#𝜔'#(1 − cos 𝜃)#

49𝑅# sin# 𝜃
(26) 

由（8）式可得： 

𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 −
10𝑚𝑔
7

(1 − cos 𝜃) = 𝑚𝑔 J
17
7
cos 𝜃 −

10
7 K

(27) 

（2.2）临界状态下有 

𝜃456(𝜔'3) = arccos
10
17

(28) 

当𝜃 = 𝜃456时𝜃̇ = 0，也就是： 
10𝑔
7𝑅

(1 − cos 𝜃456) −
4𝑟#𝜔'#(1 − cos 𝜃456)#

49𝑅# sin# 𝜃456
= 0 (29) 

解得： 

𝜔' = s
35𝑔𝑅 sin# 𝜃456
2𝑟#(1 − cos 𝜃456)

= s35𝑔𝑅
2𝑟#

(1 + cos 𝜃456) (30) 

代入得： 

𝜔'3 = s945𝑔𝑅
34𝑟# ≈ 5.272

�𝑔𝑅
𝑟

(30) 

另外我们也有： 

𝜃456(𝜔') = arccosM
2𝑟#𝜔'#

35𝑔𝑅
− 1N (31) 

（2.3）第二临界对应𝜃456 = 0, 也即： 
2𝑟#𝜔'3)

#

35𝑔𝑅 − 1 = 1 (32) 

解得： 

𝜔'3) =
�35𝑔𝑅
𝑟 ≈ 5.916

�𝑔𝑅
𝑟

(33) 

 
解二：（1）（1.1）不难求出基矢量关于时间的导数： 

d𝑟̂
d𝑡 = 𝜃̇𝜃x + 𝜑̇ sin 𝜃 𝜑y (1) 

d𝜃x
d𝑡 = −𝜃̇𝑟̂ + 𝜑̇ cos 𝜃 𝜑y (2) 

d𝜑y
d𝑡 = −𝜑̇ sin 𝜃 𝑟̂ − 𝜑̇ cos 𝜃 𝜃x (3) 

（1.2）质心加速度为： 
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d𝑣⃗
d𝑡 =

(𝑅 + 𝑟)
d
d𝑡 P𝜃̇𝜃

x + 𝜑̇ sin 𝜃 𝜑yQ

= −(𝑅 + 𝑟)P𝜃̇# + 𝜑̇#sin#𝜃Q𝑟̂ + (𝑅 + 𝑟)P𝜃̈ − 𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃Q𝜃x + (𝑅 + 𝑟)P𝜑̈ sin 𝜃 + 2𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃Q𝜑y(4)
 

由质心运动定理： 
𝑓1 +𝑚𝑔 sin 𝜃 	= 𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜃̈ − 𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃 (5) 

𝑓2 = 𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜑̈ sin 𝜃 + 2𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 (6) 
𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 −𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜃̇# −𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜑̇# sin# 𝜃 (7) 

考察小球相对质心的角动量变化： 

d𝐿W⃗
d𝑡 =

d
d𝑡 M

2
5𝑚𝑟

#P𝜔'𝑟̂ + 𝜔1𝜃x + 𝜔2𝜑yQN

=
2
5𝑚𝑟

#}P𝜔'̇ −𝜔1𝜃̇ − 𝜔2𝜑̇ sin 𝜃Q𝑟̂ + P𝜔'𝜃̇ + 𝜔1̇ −𝜔2𝜑̇ cos 𝜃Q𝜃x + P𝜔'𝜑̇ sin 𝜃 + 𝜔1𝜑̇ cos 𝜃 + 𝜔2̇Q𝜑y~(8)
 

由力矩的定义： 

𝑀WW⃗ = (−𝑟𝑟̂) × 𝑓 = 𝑟𝑓2𝜃x − 𝑟𝑓1𝜑y (9) 

由纯滚约束： 
(𝑅 + 𝑟)𝜃̇ − 𝑟𝜔2 = 0 (10) 

(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin 𝜃 + 𝑟𝜔1 = 0 (11) 
以及角动量定理： 

𝑀WW⃗ =
d𝐿W⃗
d𝑡

(12) 

代入，最终可以解得 
𝜔̇' = 0 (13) 

2𝑟𝜔'𝜃̇ − 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̈ sin 𝜃 − 14(𝑅 + 𝑟)𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 = 0 (14) 
2𝑟𝜔'𝜑̇ sin 𝜃 − 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜃̈ = 5𝑔 sin 𝜃 (15) 

（1.3）由（13）式，我们显然有: 
𝜔' = Const. (16) 

将（14）式乘以−sin 𝜃，可以得到： 
−2𝑟𝜔'𝜃̇ sin 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̈ sin# 𝜃 + 14(𝑅 + 𝑟)𝜃̇𝜑̇ sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 (17) 

也就是： 
d
d𝑡
(2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin# 𝜃) = 0 (18) 

这说明： 
2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin# 𝜃 = Const. (19) 

此为第二个守恒量。 
接下来证明能量守恒： 

𝐸 =
1
5𝑚𝑟

#𝜔'# +
7
10𝑚

(𝑅 + 𝑟)#P𝜃̇# + 𝜑̇# sin# 𝜃Q +𝑚𝑔(𝑅 + 𝑟) cos 𝜃 (20) 

d𝐸
d𝑡 =

7
5𝑚

(𝑅 + 𝑟)#P𝜃̇𝜃̈ + 𝜑̇𝜑̈ sin# 𝜃 + 𝜃̇𝜑̇# sin 𝜃 cos 𝜃Q −𝑚𝑔(𝑅 + 𝑟)𝜃̇ sin 𝜃 (21) 

代入并结合（14）与（15）式： 

d𝐸
d𝑡 = 𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜃̇ sin 𝜃 J𝑔 −

2
5 𝑟𝜔'𝜑̇ +

7
5
(𝑅 + 𝑟)𝜑̇# cos 𝜃K

+
7
5𝑚

(𝑅 + 𝑟)# sin 𝜃 P𝜑̇𝜑̈ sin 𝜃 + 𝜃̇𝜑̇# cos 𝜃Q −𝑚𝑔(𝑅 + 𝑟)𝜃̇ sin 𝜃
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= 𝑚(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin 𝜃 J−
2
5
𝑟𝜔'𝜃̇ +

14
5
(𝑅 + 𝑟)𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 +

7
5
(𝑅 + 𝑟)𝜑̈ sin 𝜃K = 0 (22) 

故能量守恒。（注：直接说明摩擦力不做功代替（22）式，也可以） 
故我们可得到三个守恒量： 

𝜔'；𝐸；2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin# 𝜃 
（注：其余的各种形式，只要是独立的三个量，且由以上三个量进行代数运算得到，均可

被视为有效的答案） 
（2.1）由守恒量2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin# 𝜃以及初态： 

2𝑟𝜔' cos 𝜃 + 7(𝑅 + 𝑟)𝜑̇ sin# 𝜃 = 2𝑟𝜔' (23) 
由机械能守恒： 

7
10
(𝑅 + 𝑟)M𝜃̇# +

4𝑟#𝜔'#(1 − cos 𝜃)#

49(𝑅 + 𝑟)# sin# 𝜃 N
= 𝑔(1 − cos 𝜃) (24) 

 
解得： 

𝜑̇ =
2𝑟𝜔'(1 − cos 𝜃)
7(𝑅 + 𝑟) sin# 𝜃

(25) 

𝜃̇ = s
10𝑔

7(𝑅 + 𝑟)
(1 − cos 𝜃) −

4𝑟#𝜔'#(1 − cos 𝜃)#

49(𝑅 + 𝑟)# sin# 𝜃
(26) 

由（8）式可得： 

𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 −
10𝑚𝑔
7

(1 − cos 𝜃) = 𝑚𝑔 J
17
7
cos 𝜃 −

10
7 K

(27) 

（2.2）临界状态下有 

𝜃456(𝜔'3) = arccos
10
17

(28) 

当𝜃 = 𝜃456时𝜃̇ = 0，也就是： 
10𝑔

7(𝑅 + 𝑟)
(1 − cos 𝜃456) −

4𝑟#𝜔'#(1 − cos 𝜃456)#

49(𝑅 + 𝑟)# sin# 𝜃456
= 0 (29) 

解得： 

𝜔' = s
35𝑔(𝑅 + 𝑟) sin# 𝜃456
2𝑟#(1 − cos 𝜃456)

= s35𝑔(𝑅 + 𝑟)
2𝑟#

(1 + cos 𝜃456) (30) 

代入得： 

𝜔'3 = s945𝑔(𝑅 + 𝑟)
34𝑟# ≈ 5.272

�𝑔(𝑅 + 𝑟)
𝑟

(30) 

另外我们也有： 

𝜃456(𝜔') = arccos M
2𝑟#𝜔'#

35𝑔(𝑅 + 𝑟)
− 1N (31) 

（2.3）第二临界对应𝜃456 = 0, 也即： 
2𝑟#𝜔'3)

#

35𝑔(𝑅 + 𝑟) − 1 = 1 (32) 

解得： 

𝜔'3) =
�35𝑔(𝑅 + 𝑟)

𝑟 ≈ 5.916
�𝑔(𝑅 + 𝑟)

𝑟
(33) 
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评分标准：本题满分 60 分。 
第（1）问 37 分： 
第（1.1）小问 6 分：（1）（2）（3）式各 2 分； 
第（1.2）小问 18 分：（4）（5）（6）（7）（8）（13）（14）（15）式各 2 分，（10）（11）式各 1
分； 
第（1.3）小问 13 分：（16）（17）（19）（20）（22）式各 2 分，（18）式 3 分。（守恒量的 16、
19、20三式可以替换为其余形式，分值均为一个 2 分） 
第（2）问 23 分： 
第（2.1）问 9 分：（23）式 2 分，（24）式 1 分，（25）（26）（27）式 2 分； 
第（2.2）问 10 分：（28）（29）（30）（31）（32）式 2 分； 
第（2.3）问 4 分：（33）（34）式 2 分。 
 
 
四、（40 分） 

在一块薄板的一面涂上一层化学性质活泼的涂层，该涂层会与O#发生反应。认为反应后

O#附着在板上，而未反应的部分则与板发生完全弹性碰撞。设氧气分子每次碰在涂层上发生

反应的概率为𝑞。O#分子的质量为𝑚，空气温度为𝑇，重力加速度为𝑔。为方便考虑，假设空

气仅由O#组成，数密度𝑛。 
已知，在初始时，将板涂层朝上静止释放，此时板具有向上的加速度0.5𝑔。但它不会一

直向上加速运动，事实上，板向上的速度会有一个最大值。对此，A、B 两同学有不同看法。 
A 认为：板向上运动，受空气阻力，加速被抑制； 
B 认为：板吸收O#，自重增加，加速度减小。 
请你通过计算这两种观点下板向上运动的最大速度𝑣789来评价这两种观点，当你考虑

一种效应时，不妨忽略另一种效应，并描述出板大致的运动情况。 

提示：你无需考虑O#的分布受重力的影响，对本题而言𝑞 ≪ 1，板的运动速度𝑣 ≪ �!"#
$ 。 

已知理想气体分子的麦克斯韦速度分布及速率分布为 

𝑓(𝑣9)d𝑣9 = s
𝑚

2π𝑘:𝑇
e$

7;%&
#<"=d𝑣9 (4.1) 

𝐹(𝑣)d𝑣 = 4π𝑣# J
𝑚

2π𝑘:𝑇
K
>
#
e$

7;&
#<"=d𝑣 (4.2) 

可能用到的积分公式： 

� e$9&d𝑥
?

!
= √π

2
(4.3) 

解：由加速度为
@
#
，得到： 

1
2𝑀𝑔 = −𝑀𝑔 + 𝐹@8A (1) 

式中𝐹@8A为气体所给的合力 

𝐹@8A = M𝑛𝑘𝑇 − 𝑛� 𝑓(𝑣9)(2 − 𝑞)𝑚𝑣9#d𝑣9
?

!
N𝑆	

=
1
2𝑞𝑛𝑘𝑇𝑆

(2) 

考虑 A 和 B 两种情况： 
对于 A，考虑空气阻力。 



第 15届 CPHOS物理竞赛联考 理论试题参考答案及评分标准 
By CPHOS. All rights reserved. 

 11 / 21 
 

重新计算压强，记：𝑣̅ = �B<=
C7

 ，以下计算保留到	;
;D
 的一阶项。下方受到压力： 

𝐹" = 𝑆𝑛� 𝑓(𝑣9)2𝑚(𝑣9 − 𝑣)#d𝑣9
?

!
	

= 𝑛𝑘𝑇𝑆 − 𝑛𝑚𝑣𝑣̅𝑆 (3) 
同理上方压力为 

𝐹# =
2 − 𝑞
2

(𝑛𝑘𝑇𝑆 + 𝑛𝑚𝑣𝑣̅𝑆) (4) 

由受力平衡得到 
𝐹" − 𝐹# = 𝑚𝑔 (5) 

解得 

𝑣456 =
𝑞

4 − 𝑞
s𝜋𝑘𝑇
8𝑚

(6) 

对于 B，考虑质量增加。吸附质量
EF
E-
= 𝑞𝑆 ⋅ "

G
𝑛𝑣̅ ⋅ 𝑚为常数，记作𝛼。则 

𝑀(𝑡) = 𝑀! + 𝛼𝑡 (7) 
动力学方程： 

1
2𝑞𝑛𝑘𝑇𝑆 −𝑀𝑔 =

d(𝑀𝑣)
d𝑡

(8) 

积分得到 

𝑣 =
(𝑀! − 𝛼𝑡)𝑔𝑡
2(𝑀! + 𝛼𝑡)

(9) 

得到过程中速度最大值 

𝑣 =
16P3 + 2√2Q

3𝜋 𝑣̅	

=
16P3 + 2√2Q

3𝜋
s𝜋𝑘𝑇
8𝑚

(10) 

由于𝑞远小于 1，得到 A 情况为主要的制约情况。 
板大致的运动为：迅速达到 A 中的速度最大值，而后缓慢减速直至反向运动。 
评分标准：本题满分 40 分。 
（1）式 2 分，（2）式 4 分； 
看法 A 的分析共 14 分：（3）（4）（5）式各 3 分，（6）式 5 分； 
看法 B 的分析共 14 分：（7）（8）（9）式各 3 分，（10）式 5 分； 
给出情况 A占主导的结论 3 分（无分析过程直接给出结果不得分），大致描述板的运动 3 分。 
 
 
五、（40 分）波前变换 
 对于光波，最开始人们从物理现象得知光传播时遇到障碍时发生偏离几何光学的传播行

径。后来对其有了更深入的解释，采用标量复振幅来近似描述光场，将衍射的本质归结于波

前形式的改变。 
惠更斯原理指出，对于传播中的波，可取任何波面，看作是次波源；次波源产生的次波

叠加，可以推出波以后的传播行为。理论上，具体的计算需有基尔霍夫积分公式给出。但是，

这条原理其实暗含了“唯一性原理”：如果我们猜出了一种合理的解，那么此解就是唯一正
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确的解。 
本题约定相位为𝜑 = 𝑘W⃗ ∙ 𝑟 ，时间因子不影响，故忽略。 

（1）先探讨一些常见光现象的波面相位分布，取波面为𝑥𝑂𝑦平面。 
（1.1）如图5.1所示，设光波波长为𝜆，约定平面上坐标原点的相位为𝜑!；𝑥轴平行于纸面，

𝑦轴垂直于纸面。图5.2中标识了等相位面在𝑥𝑂𝑧平面的投影，平面波等相位面与𝑥轴的夹角为

𝜃，球面波的波源位于(0,0, −𝑙)。分别写出平面波和发散球面波（不考虑傍轴条件）在波面上

的相位分布，最终答案使用𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜑!, 𝑙, 𝜃表示。 

                   
（1.2）如图5.3所示，考虑一个薄透镜，折射率为𝑛，左侧曲率半径为𝑟"（圆心在右为正），

右侧曲率半径为𝑟#（圆心在左为正），在透镜左侧光轴上距离光心𝑢处放置一个点光源，紧贴

透镜右侧、垂直于光轴的平面为波面。计算傍轴条件下波面的相位分布，不需要考虑透镜的

半径有限带来的影响。 
（1.3）在（1.2）的基础上，我们得出了透镜后波面的相位分

布，忽略振幅分布可能带来的影响，分析透镜后光的传播形式，

据此推理薄透镜的成像公式。 
（2）光栅的衍射场 

对于部分光学元件，其工作区间为一个足够薄的屏，对于

透过屏的光，其复振幅将乘上一个透射率因子。屏函数𝑡̃(𝑥, 𝑦)即可完全描述此类元件的全部

特性：透射率𝑡̃ = HI'()
HI*+

。注意透射率可以是复数，表示附加一个相位。 

试想光均匀垂直地照在屏上，若能把透过屏的波面复振幅写成若干平面波复振幅的叠加，

根据“唯一性原理”，屏后的光场就恰为这些平面波。 
接下来，我们将研究光栅的衍射效应。光栅的屏函数是周期性的，例如一维光栅的空间

周期为𝑑，其屏函数可以表述为 
𝑡̃(𝑥) = 𝑡̃(𝑥 + 𝑚𝑑),𝑚 = 0,±1,±2,… (5.1) 

在式（5.1）的基础上，傅立叶级数理论指出，屏函数总可表述为 

𝑡̃(𝑥) = 𝑡! + ΣJK!𝑡̃JeL#BM+9 , 𝑓J = 𝑛𝑓" =
𝑛
𝑑
(𝑛 ∈ 𝑍N) (5.2) 

同时，利用 
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� eL79d𝑥 = 0
#O

!
(5.3) 

其中𝑚是任意整数。依式（5.3）和一些数学计算，就可以得出所有的展开系数𝑡J�。 

（2.1）如图5.4，考虑一束波长为𝜆，振幅为𝐴!的平面波，在其传播方向上放置有一块余弦光

栅，屏函数（透射率）表达式为 
𝑡̃(𝑥, 𝑦) = 𝑡! + 𝑡" cos(2π𝑓𝑥 + 𝜑!) (5.4) 

请写出光栅后平面波不同成分的振幅与传播方向（即与光栅法线的夹角）。 
（2.2）考虑一个矩形相位光栅，空间周期为𝑑，在某个周期内屏函数为 

𝑡̃(𝑥) = �
1, |𝑥| <

𝑎
2

1
2
,
𝑎
2
< |𝑥| <

𝑑
2

(5.5) 

一束波长为𝜆，振幅为𝐴!的平面波垂直地照在光栅上，请写出光栅后平面波不同成分的

振幅与传播方向。 
解：（1）（1.1）对于平面波，相位分布为 

  (1) 

对于球面波，相位分布为 

  (2) 

在傍轴情况下可作近似 

  (3) 

（1.2）因为是考虑傍轴情况，所以 。我们的目标

是计算 平面上的相位分布进而推测后方的光场，可以分步进

行先计算 平面上的相位分布。 

  (4) 

在 平面与 平面之间，由于是傍轴情况， 在近似后为二阶小量可以略去，于是可以

将中间过程用平行于光轴的光路来做近似处理。 

  (5) 

化简后得 

  (6) 

通过观察不难得出这个相位分布形式正是球面波，而像点的坐标也已经得出，设像点在透镜

右侧距离透镜为 ，可以得出 

  (7) 
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  (8) 

（2）（2.1） 

  

  (9) 

对应（1.1）中平面波的表达式，可以发现此处正是三个平面波的叠加。分别为 
0级平面波： 

  (10) 

+1级平面波： 

  (11) 

如果  

  (12) 

如果 ，则会产生隐失波。  (13) 

-1级平面波： 

  (14) 

如果  

  (15) 

如果 ，则会产生隐失波。  (16) 

（2.2） 

屏函数周期为 ，使用指数法来对全局屏函数进行傅里叶分解，即 

  (17) 

利用基的正交性，我们可以通过在一个周期内做积分来提取某个系数 ，正交性具体如下： 

  (18) 

故 

  (19) 
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  (20) 

  (21) 

所以矩形光栅后方光场由无数个平面波叠加而成，对于 0级平面波，  

  (22) 

对于 级平面波， 

  (23) 

如果 ，则该平面波存在且  (24) 

如果 ，则该平面波实质上为隐失波，只能穿透光栅波长量级。 (25) 

由此可见，高频的信号是无法对后方光场产生影响的，故若是真实物体的光学成像，那么物

体的高频信息便会在传播过程中模糊或者丢失，从而出现失真的情况。 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 12 分： 
第（1.1）小问 4 分：（1）（2）式各 2 分；  
第（1.2）小问 8 分：（4）（6）式各 2 分；（8）式 4 分； 
第（2）问 28 分： 
第（2.1）小问 10 分：（9）（10）（12）（15）式各 2 分；（12）（15）式各 3 分； 
第（2.2）小问 18 分：（17）（19）式各 2 分；（18）（20）式各 3 分；（21）（25）式各 1 分；

（22）（23）（24）式各 2 分。 
 
 
六、（40 分）物理学的种种概念被广泛运用于炼丹的各个领域中。生成模型𝑓的概念是，从

某种简单分布（如高斯分布、均匀分布等）采样的𝑤~𝑁-'P;P8Q，经过生成模型的变换𝑤) = 𝑓(𝑤)
之后，整体遵循某种有意义的目标分布𝑤)~𝑁-8'@R-。 

下面，我们研究一种以高维泊松流（即高维电场线）为基础的生成模型。 

（1）给出𝑁 + 1维空间中距离某带电量𝑄的点电荷𝑅W⃗处的电场。假设高维空间中仍满足高斯

定律： 

£𝐸W⃗ ⋅ d𝑆 =
𝑞
𝜀!

(6.1) 

已知𝑁 + 1维空间中半径为1的球表面积为𝑆SN"。 

下面，取𝜀! = 1。考虑一个𝑁 + 1维空间中𝑥SN" = 0所给出的𝑁维平面，该平面上靠近原

点处有电荷分布𝑝!(𝑥", 𝑥#, … , 𝑥S)。考察这些电荷的电场线在𝑥SN" > 0的空间中延伸到半径

𝑅 →∞的球面上。因为球面趋向于无穷大，这些电场线可看作是均匀分布的。 

（2）如果在该球面上采样一个点𝑊（𝑥SN" > 0），沿着通过𝑊点的电场线向内走，直到到达

𝑥SN" = 0处的点𝑊)P𝑥T,") , 𝑥T,#) , … , 𝑥T,S) , 0Q。请证明，如果采样点𝑊时是在球面上按照面积均
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匀采样的，那么𝑊)遵循的分布𝑝V) = 𝑝!。 

 

图6.1 
 如果神经网络以空间中的某个点的坐标为输入，输出此处的电场线（方向），我们就可

以用该神经网络实现：在球面均匀采样点，根据电场线反方向的指引，到达𝑥SN" = 0的平面，

而终点的分布满足目标分布（即训练集分布），从而实现一个基于高维泊松流的生成模型。 

（3）具体实现时，我们应该恰当地选择𝑅的大小，以防止多极展开带来的、除了零阶点电荷

项以外的高阶项使得电场线在球面上并不是均匀通过的。我们可以通过平移原点使得一阶项

（即偶极子项）为零。 

（3.1）现在，如果将𝑝!看作是由一系列带电量相等的点电荷产生的，每一只点电荷的坐标可

以写作 

𝑥WWWW⃗ = (𝑥P", 𝑥P#, … , 𝑥PS , 0),¨ 𝑥⃗P = 0W⃗ (6.2) 

已知场点𝑦⃗ = (𝑦", 𝑦#, 𝑦>, … , 𝑦SN")是在球面（©|𝑦|© = 𝑅）上均匀采样的，求其电势的二阶

展开项𝛷#平方的期望值与零阶项𝛷!平方的大小之比。进一步地，如果𝑦⃗是在上述球面上均匀

采样的，要求该处电场与点电荷电场相差不大，由此给出上述𝑅需要满足的条件。已知空间

维度为𝑁 + 1维，这些点电荷分布满足𝑎𝑣𝑔9 :©|𝑥⃗|©
G> = 𝑀G，(𝑎𝑣𝑔表示求平均值）点电荷共有

𝑁∗个。已知𝑁,𝑁∗ ≫ 1。计算时，认为这些点电荷分布是很集中的，即，你可以认为对于𝑥的
求和，其和平方的期望等于平方期望的和。 

（3.2）如果要生成 CIFAR-10 的图片，已知图片维度为𝑁 = 3072，𝑁∗ = 50000,且已经归一

化使得𝑀 = 1，给出𝑅需要满足的条件。 

参考资料： 

Xu, Yilun et al. “Poisson Flow Generative Models.” ArXiv abs/2209.11178 (2022): n. pag。 

注：论文中推导与本题略有不同。 
解：（1）由对称性易知： 

𝐸W⃗ =
𝑄

𝑅S𝑆SN"𝜀!
𝑅x (1) 

（2）考察通量。易知： 

d𝛷0Y- = ©|𝐸(𝜔)|©𝑅Sd𝛺 (2) 
d𝛷LZ = 𝑝(𝑥)d𝐴/2 (3) 

通量守恒，易得： 
𝑝(𝑥)d𝐴 = 2©|𝐸(𝛺)|©𝑅Sd𝛺 (4) 
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因为球处电场近乎于点电荷所发出的，所以等号右侧这一项实际上是正比于立体角。从而命

题得证。 
（3.1） 

𝛷 ∝
1

­®𝑦
→
− 𝑥

→
®­
S$" (5) 

𝜕#𝛷
∂𝑥P ∂𝑥\

= −
(𝑁 − 1)δP\

­®𝑦
→
− 𝑥

→
®­
SN" + (𝑁

# − 1)
(𝑦P − 𝑥P)P𝑦\ − 𝑥\Q

­®𝑦
→
− 𝑥

→
®­
SN> (6) 

由二阶展开式可得： 

𝛷 = 𝛷! × ±1 +
𝑁 − 1
2𝑁∗ ×¨

(𝑁 + 1) < 𝑥, 𝑦 >#− 𝑥#𝑦#

©|𝑦|©G9

² (7) 

即： 

𝛷#
𝛷!

=
𝑁 − 1
2𝑁∗ ×¨

(𝑁 + 1) < 𝑥, 𝑦 >#− 𝑥#𝑦#

©|𝑦|©
G

9

(8) 

容易知道，该式的期望值为 0。 
显然−𝑥#𝑦#项的方差为 0。于是，上式的方差全部由< 𝑥, 𝑦 >#项贡献。下面，我们对一个单

独的𝑥考虑这一项的方差。由对称性，我们只需要考虑𝑥 = P©|𝑥|©, 0,0, … ,0Q的情况；于是有： 

𝐸][(< 𝑥, 𝑦 >#)#] = 𝐸] µ±𝑦"# −
©|𝑦|©#

𝑁 + 1²
#

¶ × ©|𝑥|©G (9) 

𝐸] µ𝑦"G − ±
©|𝑦|©#

𝑁 + 1²
#

¶ = ©|𝑦|©G × ±
∫ cosG𝜃sinS$"𝜃d𝜃B
!

∫ sinS$"B
! d𝜃

−
1

(𝑁 + 1)#²
(10) 

从而得到： 

𝐸][(< 𝑥, 𝑦 >#)#] ≈ ©|𝑥|©G©|𝑦|©G ×
2
𝑁# (11) 

也即： 

𝐸] ¸J
𝛷#
𝛷!
K
#

¹ =
∑©|𝑥|©G /𝑁∗

2©|𝑦|©G
𝑁# =

𝑀G𝑁#

2©|𝑦|©G
(12) 

从而可以得到𝑅需要满足的条件： 

𝑅 ≫
𝑀√𝑁
√2, ~𝑀√𝑁 (13) 

（3.2）代入数据易得： 
𝑅 ≫ 47 (14.1) 

或（省略分母中的√2,
）： 

𝑅 ≫ 55 (14.2) 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 5 分：（1）式各 5 分； 
第（2）问 10 分：（2）（3）式各 3 分，解释说明 4 分； 
第（3）小问 25 分： 
第（3.1）小问 20 分：（5）式 2 分，（6）式 4 分，（7）或（8）式写一个即得 4 分，（9）式
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2 分，（11）式 4 分，（13）式 4 分。 
第（3.2）小问 5 分：（14.1）式或（14.2）式写一个即得 5 分；其他量级正确的答案可得 3
分。 
 
 
七、（60 分）二维晶格对光的散射 

本题研究二维晶格对光的散射。我们简单认为晶体仅有同一种原子构成，原子可以视为

点粒子。在晶体中，原子周期性地排列，其中最小的重复单元称为晶胞。考虑一种二维晶体，

其晶胞是由两个常矢量𝑎⃗和𝑏W⃗构成的平行四边形，其每个顶点各有一个原子。因此，选取其中

一个原子为坐标原点，则晶体中的任一原子的位置可以表示为𝑟! = 𝑛"𝑎⃗ + 𝑛#𝑏W⃗，其中𝑛"和𝑛#
是任意整数。 

一束圆频率为𝜔，波矢为𝑘W⃗的平面电磁波，入射到该晶体，电磁波传播方向在晶体平面

内。仅原子可以对电磁波进行散射，忽略电磁波对原子运动的影响，整体来看，相当于电磁

波在晶格中发生了衍射。以下问题仅考虑衍射波的波矢仍处于二维晶体所在平面的情况。 
（1）考虑原子固定不动的情形。电磁波受原子散射后圆频率不变，仅方向发生改变。设散

射后的电磁波波矢为𝑘W⃗ )。 
（1.1）计算衍射主极大的衍射波矢方向𝑘W⃗ )、𝑘W⃗ 	、𝑎⃗和𝑏W⃗应满足的方程。 
（1.2）定义倒格矢𝐺⃗ = 𝑘W⃗ ) − 𝑘W⃗，已知（1.1）小问中方程的解可以写作 

𝐺⃗ = 𝑚"ℎW⃗ " +𝑚#ℎW⃗ # (7.1) 
其中𝑚"和𝑚#是任意整数，试求ℎW⃗ "和ℎW⃗ #（二者顺序可交换），结果用𝑎⃗、𝑏W⃗和𝑒̂^表示，𝑒̂^是方向

垂直于二维晶体所在平面的单位矢量。 
（2）我们对主极大的光强进行进一步的研究，考虑对应某个主极大衍射方向的倒格矢𝐺⃗。假

设每个原子对衍射光复振幅贡献的模长均为𝐴，共计有𝑁个原子参与了衍射。 
（2.1）对于每个原子都静止的情况，直接写出衍射主极大的光强𝐼!。 
（2.2）实际上，原子都在平衡位置附近进行热运动。设原子质量为𝑚，原子在平衡位置附近

运动时的势能为 

𝑉(𝑟) =
1
2𝑚𝛺

#(𝑟 − 𝑟!)# (7.2) 

其中𝑟!为原子平衡位置的位置矢量。设晶体温度为𝑇，认为每个原子的热运动都是独立的，

满足玻尔兹曼分布，忽略多普勒效应，求主极大相对光强𝐼/𝐼!随温度𝑇的变化。 
（3）此问研究格波对衍射光的影响。忽略原子的热运动和多普勒效应，但晶体中存在机械

波，其振幅为𝑢W⃗ !。对于格点位置为𝑟JWWW⃗的原子，其相对格点的位移随时间𝑡的变化关系为 
𝑢W⃗ J(𝑟J, 𝑡) = 𝑢W⃗ !eL(_̀⃗⋅'⃗+$c--) (7.3) 

其中𝑞⃗和𝜔!为已知常量。 
（3.1）由于格波的影响，衍射光的振幅会与𝑢W⃗ !有关，在主极大附近可以观察到一些次极大。

当|𝑢W⃗ J| ≪ |𝑟⃗J|时，将衍射光的复振幅对𝑢W⃗ !进行展开并保留到一阶，计算次极大所对应的衍射

波矢𝑘)WWW⃗以及角频率𝜔)。 
（3.2）实验上常用中子散射研究声子色散关系。假设该二维晶体的晶胞形状为正方形，即 

𝑎⃗ = 𝑎𝑒̂9 , 𝑏W⃗ = 𝑏𝑒̂] (7.4) 

已知𝑎 = 𝑏 = 2π × 0.1	nm。控制𝑞⃗沿𝑦轴方向，固体理论指出 

|𝑞⃗| <
π
𝑎

(7.5) 

同时假设色散关系线性，即 
𝜔! = |𝑞⃗|𝑣 (7.6) 
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𝑣为晶体内弹性波波速。 
 现有动能为𝐸! = 5.00	eV的中子流沿𝑥轴入射到晶体。测得𝑥𝑦平面内一处次极大的方向

与𝑥轴夹角为𝜙 = 16.73°，散射后中子动能变为𝐸) = 7.90	eV。试求解晶体内弹性波波速𝑣。 
已知：中子质量𝑚J = 939.6	MeV/c#，真空光速𝑐 = 2.998 × 10C	m/s，元电荷𝑒 = 1.602 ×
10$"d	C，约化普朗克常数ℏ = 1.055 × 10$>G	J ⋅ s。 
解：（1） 
（1.1）任意两个原子之间的相位差都应是2π的整数倍，因此可以得出： 

P𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ Q ⋅ 𝑎⃗ = 2𝑚"π (1) 
P𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ Q ⋅ 𝑏W⃗ = 2𝑚#π (2) 

其中𝑚", 𝑚#是任意整数。 
（1.2）求解以上方程可以采用两组特解叠加的方法。 
对于𝑚# = 0的情形：由式(2)可知, 𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗与𝑏W⃗正交，即𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ 	//	𝑏W⃗ × 𝑒eÇ 	。再结合（1）式： 

𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ = 𝑚"
2π𝑏W⃗ × 𝑒eÇ
𝑎⃑ ⋅ P𝑏W⃗ × 𝑒eÇ Q

(3) 

对于𝑚" = 0的情形，以此类推，得出： 

ℎ"WWWW⃗ =
2π𝑏W⃗ × 𝑒eÇ
𝑎⃗ ⋅ P𝑏W⃗ × 𝑒eÇ Q

(4) 

ℎ#WWWW⃗ =
2π𝑒eÇ × 𝑎⃗
𝑏W⃗ ⋅ (𝑒eÇ × 𝑎⃗)

(5) 

两个矢量对应ℎ"WWWW⃗ , ℎ#WWWW⃗的顺序可以重新排列，也可以相差正负号。 
（2） 
（2.1）由题意，直接写出： 

𝐼! = 𝑁#𝐴# (6) 
如果将复振幅解释为电场振幅等，为此式添加常数，亦得分；但是(2.2)问需保持一致。 
（2.2）由题意，有𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ = 𝐺⃗。假想原点处也有一处散射光，以此为相位零点，得出相位差： 

Δ𝜙 = 𝐺⃗ ⋅ 𝑥⃗ (7) 
其中𝑥⃗是原子相对格点的相位差。各个原子都是独立的。我们用⟨∙⟩表示期望，总复振幅为： 

𝑈 = 𝑁𝐴 ÌeLf⃗⋅9⃗Í (8) 

下面根据题意求解𝑥⃗满足的分布。根据玻尔兹曼分布： 

𝑓(𝑥⃗) = M
𝑚𝜔#

2π𝑘:𝑇
N

>
#
exp ±−

𝑚𝜔#𝑥#WWWW⃗

2𝑘:𝑇
² (9) 

计算期望： 

ÌeLf⃗⋅9⃗Í = � 𝑓(𝑥⃗)eLf⃗⋅9⃗d>
?

$?
𝑥⃗

= � M
𝑚𝜔#

2π𝑘:𝑇
N

>
#
exp Ð−

𝑚𝜔#

2𝑘:𝑇
M𝑥⃗ −

i𝐺⃗𝑘:𝑇
𝑚𝜔# N

#

−
𝐺#𝑘:𝑇
2𝑚𝜔# Ñ

?

$?
 d>𝑥⃗

= expM−
𝐺#𝑘:𝑇
2𝑚𝜔#N (10)

 

因此得出： 
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𝑈 = 𝑁𝐴 ÌeLf⃗⋅9⃗Í = 𝑁𝐴 exp±−
𝐺#WWWW⃗ 𝑘:𝑇
2𝑚𝜔#² (11) 

由关系𝐼 = |𝑈|#，最终得出： 
𝐼
𝐼!
= expM−

𝐺#𝑘:𝑇
𝑚𝜔# N (12) 

（3.1）给所有原子以某种形式的编号，原点的原子记作 0 号，记第𝑛号原子的格点位置为𝑟JWWW⃗，
相对格点的位移为𝑢JWWWW⃗，那么写出总复振幅为： 

𝑈 = 𝐴e$Lc-ΣJe
Lg<.`̀`̀⃗$<⃗̀h⋅('+`̀`̀⃗NY+`̀ `̀ `⃗ ) (13) 

由题意，泰勒展开到一阶 

𝑈 = 𝐴e$Lc-ΣJe
Lg<.`̀`̀⃗$<⃗̀h⋅'+`̀`̀⃗}1 + iP𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ Q ⋅ 𝑢JWWWW⃗ ~ (14) 

零阶项对应无格波的弹性散射，我们只研究含有格波效应的一阶项 

𝑈" = i𝐴e$Lc-ΣJe
Lg<.`̀`̀⃗$<⃗̀h⋅'+`̀`̀⃗P𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ Q ⋅ 𝑢JWWWW⃗

= i𝐴P𝑘)WWW⃗ − 𝑘W⃗ Q ⋅ 𝑢!WWWW⃗ e$L(cNc-)-ΣJe
Lg<.`̀`̀⃗$<⃗̀N_̀⃗h⋅'+`̀`̀⃗ (15)

 

由此可以看出为使各个原子之间相位差为2𝜋的整数倍，应有 
𝑘)WWW⃗ = 𝑘W⃗ − 𝑞⃗ + 𝐺⃗ (16) 

同时衍射光的圆频率为 
𝜔) = 𝜔 +𝜔! (17) 

（3.2）中子可以视为物质波，由中子的能动量关系： 
(ℏ𝑘))#𝑐# +𝑚J

#𝑐G = (ℏ𝜔))# (18) 

P𝑘W⃗ − 𝑞⃗ + 𝐺⃗Q
#
+
𝑚J
#𝑐#

ℏ# =
(𝜔 + 𝜔!)#

𝑐#
(19) 

方便起见，我们用d$" = 10""m$"作为单位。根据题目数据得知 

©𝑘W⃗ © =
1
ℏ𝑐
�(𝐸< +𝑚J𝑐#)# −𝑚J

#𝑐G = 4.910	d$" (20) 

©𝑘)WWW⃗ © = ©𝑘W⃗ − 𝑞⃗ + 𝐺© =
1
ℏ𝑐�

(𝐸<) +𝑚J𝑐#)# −𝑚J
#𝑐G = 6.171	d$" (21) 

𝜔!
𝑐 =

𝐸<) − 𝐸<
ℏ𝑐 = 1.469 × 10$G	d$" (22) 

将𝑘)WWW⃗作正交分解，利用偏转角𝜃 = 16.73°，得到 
𝑘9) = 𝑘) cos 𝜃 = 5.910	d$" (23) 
𝑘]) = 𝑘) sin 𝜃 = 1.776	d$" (24) 

利用𝑞⃗沿着𝑦方向且|𝑞⃗| < B
8
= 0.5	d$"，以及𝐺⃗ = (𝑛", 𝑛#)	d$"，得出此次散射中 

𝐺 = (1,2)	d$" (25) 
因此得出 

𝑣 =
𝜔!
𝑞 = 1.966 × 10i	m/s (26) 

本问必须严格按照题给数值，前四位有效数字正确均可。 

评分标准：本题满分 60 分。 

第（1）问 10 分： 

第（1.1）小问 4 分：（1）（2）式各 2 分； 
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第（1.2）小问 6 分：（4）（5）式各 3 分； 

第（2）问 17 分： 

第（2.1）小问 2 分：（6）式 2 分； 

第（2.2）小问 15 分：（8）（9）（10）式各 4 分，（12）式 3 分； 

第（3）问 33 分： 

第（3.1）小问 14 分：（13）式 4 分，（14）（15）式各 2 分，（16）（17）式各 3 分 

第（3.2）小问 19 分：（18）式 3 分，（20）式 2 分，（21）（22）式各 3 分，（23）（24）式各

1 分，（25）（26）式各 3 分。 

 


