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第 18 届 CPHOS 物理竞赛联考（决赛模拟赛） 

理论试题 

本文件于 2023 年 9 月 29 日 18: 00 首次发布，最后更新于 2023 年 9 月 26 日 17: 49 。 

CPHOS 物理竞赛联考是开放性公益性的考试，有意向参与的教师和学生可以关注

“CPHOS”微信公众号进行报名，报名后方可参与联考。请使用“CPHOS 物理竞赛联考”

微信小程序完成答题卡上传、阅卷、成绩查询等操作。联系方式见文件末尾。 
 

答题卡上传 阅卷 

2023/9/29 12:00 - 2023/10/3 18:00 2023/10/4 08:00 - 2023/10/7 20:00 

  

非正式成绩 成绩申诉 正式成绩 

2023/10/8 08:00 2023/10/8 09:00 - 2023/10/8 18:00 2023/10/9 20:00 

 

考生须知 

1. 理论试题 7 页，理论答题卡共 8 页，答题时间 180 分钟，试题满分 320 分。 
2. 请在答题卡的指定答题区域内答题，试题和草稿纸上的内容将不会作为评分参考，不可

申请答题卡加页。 
3. 若发现试题存在问题，请向领队（教练）反映，由其转达至相关微信群聊。 
4. 试题答案及相关分析均会在官方网站 www.cphos.cn 上发布。 
 
一、（40分）暂态电路 

如图1.1所示，电源电动势휀 = 휀� cos� 휔푡 ，电路中电阻大小

均为푅，电感大小均为퐿，电容大小均为퐶，且有휔퐿 = �
�
，

�
��

= 2푅。

푡 = 0时，各支路电流均为0，各电容均无电荷。所有答案均用

휀�, 휔, 푅表示；所有数值结果保留四位有效数字。 
（1）考虑稳态，在时间趋于无穷后，该电路只剩下稳定的直流

解与交流解的叠加。试求此时电容上极板带电量푞�(푡). 
（2）事实上，稳态解不能描述全部的物理过程，因此我们要考

虑暂态。 
（2.1）试具体论述稳态解不满足初始条件。 
（2.2）将푞(푡)分为稳态解푞�(푡)与暂态解푄�(푡)，即푞 = 푞� + 푄�。写出暂态解满足的方程，以

及在푡 = 0时刻，暂态解需要满足的条件。 
（2.3）代入휔 = 1 s��，휀� = 1 V，푅 = 1 Ω，数值求解푞(푡)；并求出푞(3 s)的值。 
 
二、（40 分）滚雪球与悠悠球 
（1）如图 2.1 所示，雪球为一个质量均匀分布的球体，处在一个铺满雪的倾角为휃的斜面上,
在重力作用下向下滚动。过程中，雪的密度휌恒定不变。 
（1.1）认为雪面足够粗糙且雪球半径近似不变，给出雪球下落的加速度푎； 
（1.2）事实上，虽然雪面十分光滑，但雪球会越滚越大，这是因为冰受到压力时熔点降低，

会有部分冰熔化成水之后再粘连在雪球上（当然，冰的表面本身就会带有一层水）。近似地，
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我们认为雪球与地面的接触为圆且面积푆 = 휋훼�푅�，雪球会吸积路径上一层厚度为ℎ的雪，

假设吸积到的雪立刻均匀分布到球面上。试求关于雪球质量随时间的函数푚(푡)，认为雪球初

始大小很小，可以忽略。 
（2）如图 2.2 所示，悠悠球在重力作用下下落，悠悠球的中心筒是一层半径为푅的薄圆柱壳，

缠绕着质量线密度为휆的细线，现在将线的一端固定在天花板上，并下放一小段线，使线竖

直紧贴着左侧的墙壁，随后自由释放悠悠球。已知初始时刻，筒及绕在其上的线的总质量为

푚�，且此时线的另一端在筒上相对于接触点的角位置为顺时针转过휃�。 

AxGlyph
 

（2.1）当圆筒旋转至另一端在筒上相对于接触点的角位置为如图所示的휃角时，试给出筒的

速度푣(휃)； 

（2.2）特别地，在푚� = 10π휆푅，휃� = 0时，给出筒心的加速度푎(휃),并计算휃 = �
�
时的速度和

加速度数值，保留四位有效数字。 
 
三、（40 分）开关门 

开关门的时候门实际上不会很快关上，尤其是内部空间小而不通风的时候。现在对这样

一个不通风的只有一扇门的房间进行讨论。 
图 3.1 为一个房间的剖面图，圆弧为一扇恰好能打开到 90 度的门，门的高度和房间的

高度均为单位长度，其它参量已经在图中给出。假设房间外连通着广阔、等压的空间。只考

虑一种绝热系数为훾的气体，外部气压为푝�。 

 
 
（1）如图 3.2，当门被突然拉上，假设阴影部分的气体来不及和其它部分交换，结果这部分

的气体在拉上的过程中独立地绝热膨胀，其余部分的压强和外部气压一致。假设门从完全打

开的状态旋转了角度휃，请你推导门在这时受到的来自两侧气体的压强差Δ푝�。 
（2）如图 3.3，当门被以缓慢的速率拉上或打开时，记其角速率为휔，假设阴影部分的气体

图 3.1 图 3.2 图 3.3 
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在弛豫时间휏 ≪ �
�
内来不及和其它部分交换（也就是说在气体在时间휏之前处于平衡态，并经

历时长为휏的，不与外界发生交换的过程），结果这部分的气体独立地等温膨胀了휏时间间隔，

而其余部分的压强和外部气压一致。请你推导门在这时受到的来自两侧气体的压强差Δ푝�。 
（3）假设第（1）问情况符合，门的质量均匀为푀，휃 = 0时角速度为훺，求门在关上的时候

的角速度。 
（4）假设第（2）问情况符合，门的质量均匀为푀，휃 = 0时角速度为훺，并在휏 ≡ 훼휔�훼 >
0 为常数�的假设下，求门在关上的时候的角速率。求出初始角速率的范围，使得关上门时的

角速率大于휔�。 
 
四、（50 分）双折射 

在单轴晶体中，光线可能会被分为两束振动方向互相垂直的光：표光与푒光，又称为寻常

光和异常光。在晶体中存在一个特殊的方向，光线沿着这个方向传播时표光和푒光不分开，这

个特殊的方向称为晶体的光轴。我们把光轴方向记为푧轴。 
표光振动方向总是与光轴和光线所构成的平面垂直，扰动等相面为一球面，和我们平常

熟知的光线在各向同性介质中的传播规律相同，而푒光则不然。푒光沿着光轴传播时的速度为

푣�，而垂直光轴传播的速度为푣�，两速度对应的折射率为푛�, 푛�。因此，在푥 − 푧平面内，푒光

扰动等相面满足椭圆方程
��

�� + ��

�� = 1，其中푎 = 푣�푡, 푏 = 푣�푡。对于一般的一个传播方向，将

扰动等相面上的点的移动速度称为射线速度，而将扰动等相面法向扩大的速度称为法线速度。 
（1）푒光的波法线方向（波面上一点的法向）和光线方向（푂点到波面上一点的连线方向）

是不同的。假设波法线方向与푧轴夹角为휃，光线方向与푧轴夹角为휉，求tan 휃与tan 휉之间的

关系。同时，求射线速度푣�、折射率푛�与휉, 푣�, 푣� , 푛�, 푛�的关系；法线速度푣�、折射率푛�与

휃, 푣�, 푣� , 푛�, 푛�的关系。 
（2）如图 4.1 所示，一束真空波长为휆的光经过偏振片푃�后斜入射厚度为ℎ的长方体晶片，

晶片光轴在入射面内。出射后光线经过偏振片푃�，最终经透镜（未画出）会聚到焦面上。两

偏振片透振方向夹角为휒。由于푛� − 푛� ≪ 1，可以取平均折射角，记为휃�。光轴的方向和折

射光波法线方向的夹角为휃，푃�的透振方向与入射面法向夹角为휙。忽略晶片表面对光的反

射，已知푒光的法线折射率仍满足折射定律。 

 
（2.1）求出射时푒光与표光的相位差大小훿。假设在计算푒光的相位时，可以采用法线折射率

计算。 
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（2.2）求出射光强퐼′与进入晶片前光强퐼�的比值，再代入푃�透振方向与푃�垂直的情况。 
（2.3）以入射点为原点，按照题述坐标系，假设高度ℎ和入射角都可以变化，试求出射时푒光
和표光光程差一定时，出射点퐴在空间中形成的曲面形状；并分别求其在푧接近0、푧足够大时

的近似形状。 
 
五、（40分）刚体 
 如图5.1所示，有一半长轴为푎，半短轴为푏，绕长轴旋转而成的旋转椭球刚体，其质量

分布关于长轴具有旋转对称性，总质量为푚，质心퐶位于焦点处，绕如图所示惯量主轴的转

动惯量分别为푚푟�
�, 푚푟�

�。 

          

 
（1）如图5.2所示，刚体绕一固定水平转轴作定轴转动，该转轴过椭球体几何中心，与椭球

长轴夹角为휃。试求椭球体的小振动周期，已知重力加速度为푔。 

（2）如图5.3（a）所示，将椭球体竖直放置于粗糙水平地面上并静止释放，已知此后椭球始

终保持纯滚动。 
（2.1）如图5.3（b）所示，试求椭球体转过180°后的角速度大小훺。 
（2.2）如图5.3（c）所示，在（2.1）问的基础上，椭球体又转动了90°，试求此时椭球体的

角速度휔和角加速度훽，二者均以角速度的方向为正方向。 
 
六、（50分）动量交换绳的舞动 

图 6.1 动量交换绳应用例 

图 5.1 图 5.2 

图 5.3 
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 动量交换绳（Momentum Exchange Tether）是一种具有良好前景的航天器加速方式，它

的基本思路是将速度较大航天器的动能传递给速度较小航天器。具体实现上，近地圆轨道上

会预先安放若干旋转着的绳索，来自低轨道的航天器和来自高轨道的航天器会与同一根动量

交换绳进行交会对接，之后，随着组合体的旋转，来自高轨道的航天器的动量会被“交换”

给来自低轨道的航天器。只要选择适当的时机脱钩，来自低轨道的航天器将会获得额外的动

能从而可以进入更高的轨道。图6.1展示了此方法在航天器发射过程中的

应用。 
我们来考察一个来自低轨道的航天器通过动量交换绳进行加速的过

程。如图6.2所示，开始时，一根质量可略的动量交换绳T处在半径为푅�的

圆轨道（记为훤），一个质量为푚�的航天器A与一个质量푚�的航天器B分
别从低轨道与高轨道接近并同时连接到T上，形成组合体A-T-B。起初航

天器A,B的轨道与훤相切，连接后组合体的轨道与훤相同。两个航天器经过

一段时间后与T同时脱钩，此时A进入了远地点更高的轨道且该轨道近地

点处与훤相切。地球质心记为푂，质量为푀，万有引力常数퐺。 
（1）我们下面来考察这一系列变轨过程。本问当中，计算所受引力时，

近似认为A-T-B为一个质点。 
（1.1）求组合体在훤上面的环绕速率푣�。 
（1.2）设A,B最初轨道的近地点、远地点分别与地心相距푅�, 푅�，求出A,B与T对接前瞬间各

自的速率푣��, 푣��。 
（1.3）考虑动量守恒定律，试给出푅�, 푅�, 푅�, 푚�, 푚�之间满足的一个关系式。 
（1.4）认为上述加速过程中机械能守恒，试求出脱钩瞬间A,B速率푣��, 푣��，用퐺, 푀, 푅�, 푅�, 푅�

表示；再求A进入的轨道的远地点与푂点距离푅��，引入훾 = � ���
�����

，用훾, 푅�

来表示你的结果。 
（2）上述过程当中，A-T-B组合体实际上是一个转动着的质点组并且具

有一定的线度，这实际上会使它的轨道同훤有些不同，本问做一些初步的

讨论。 
（2.1）设动量交换绳T长度为푙（푙 ≪ 푟），组合体质心为C，并且将A,B分
别视为质点。设퐵퐴�����⃗ 和푂퐶�����⃗ 夹角为휃，对于C与地心距离푟情形，试写出组合

体的引力势能表达式퐸�(푟, 푙, θ)，并展开到
�
�
的二阶项。 

（2.2）我们近似认为组合体A-T-B在匀速转动且角速度远大于公转角速

度。故而可以对轨道上每一个时刻，认为퐸�可以对这样一个时间尺度휏做
平均，使得组合体质心C位移在时间휏内可以忽略，而组合体自转周数充

分大。求出上述“平均近似”之后所得到的퐸�，并且求出对应的有心力

푓(푟)。 
（2.3）根据上述푓(푟)，若组合体质心C处在훤上，试求出此时组合体实际

的环绕速率푣�。 

（2.4）承上问，现对A-T-B施以径向微扰，试求푤(휑) ≡ �
�(�) −

�
��

(|푟(휑) − 푅�| ≪ 푅�)，（可以含待定常量）；并由此得到轨道进动的平均角速度휔�。 

提示：你可能会用到以下公式：有心力场푓⃗ = 푓(푟)푒����⃗ 中质量为푚质点运动的轨迹푟(휑)满足

Binet方程： 

图 6.2 轨道示意图 

图 6.3 A-T-B 组合体构型示意图 
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퐿�푢� �
d�푢
d휙� + 푢� = −푚푓(푟) (1) 

其中푢 = �
�(�)，퐿为质点角动量，휑为极角。 

 
七、（60分）带电粒子在电磁波中的运动 
 本题目旨在利用一种全新的方法研究带电粒子在电磁波中的相对论性运动。 

一带电粒子质量为푚，带电量푞，在时刻푡 = 0时位于真空中푆系的原点，并且具有初速度

푥̇ = 푣� , 푦̇ = 푣�, 푧̇ = 0。空间中存在着向푥轴正方向传播、偏振方向沿푦轴的单色平面电磁波，

其电磁场为： 

�
퐸�⃗ = 퐸� sin�푘(푥 − 푐푡)� 푦�

퐵�⃗ =
퐸�

푐
sin�푘(푥 − 푐푡)�푧̂

(1) 

其中，푐为真空中的光速。 
现在考察该粒子的运动。和这个问题诸多的其他解法不同，我们采用如下方式进行研究：

首先求解该带电粒子在如下电磁场分布中的运动： 

�
퐸�⃗ = 퐸� sin�푘(푥 − 푢푡)� 푦�

퐵�⃗ =
퐸�

푢
sin�푘(푥 − 푢푡)�푧̂

(2) 

其中，푢是趋近于푐的速度。它们是如此的接近，以至于1 − �
�

≪ 1 − �
�
，其中푣是粒子在任意

时刻的速率（但푣仍为相对论性速度）。由于研究的问题里不涉及电磁场如何产生，你不需要

检查（2）式是否满足真空中的麦克斯韦方程组。 
上面（2）式所述的电磁场相比于（1）式具有明显的优势：在一个以速度푢相对푆参考系

向右运动的参考系푆′中，根据电磁场的相对论性变换，电磁场将变为静态的： 

⎩
⎨

⎧ 퐸′���⃗ = 0

퐵′���⃗ =
퐸�

푢
�1 −

푢�

푐� sin(푘′푥′) 푧̂� ≡ 퐵 sin(푘′푥′) 푧̂�
(3) 

其中푥′为푆′参考系的坐标。 
（1）利用洛伦兹变换以及电磁场在参考系变换中具有保持相位不变的特性，求푘′的表达式，

用푘, 푢, 푐表示。同时，写出粒子在푆′参考系的初速度푤� ≡ 푥�̇ , 푤� ≡ 푦′̇ ，并计算粒子在푆′系初态

的洛伦兹因子훾� ≡ �

���
�������

��

，用푣� , 푣�, 푢, 푐表示。 

（2）接下来求解粒子的运动。由于푢非常接近푐，粒子在푆′参考系中将具有一个大的向左的

初速度。因此，可以认为粒子整体上在푥′轴上向左以速度푤�匀速直线运动，而叠加一个较小

的附加运动。 
（2.1）利用上述近似，在푆′参考系求解粒子的运动。将(푥�, 푦�, 푧′)用푡′显式表示，保留到首阶

非平凡（即不是匀速运动）项。为了简化结果，将答案用푤� , 푤� , 푘�, 푎 ≡ ��
�����表示。 

（2.2）利用上一问的结果和洛伦兹变换，在引入有限的参量휂 ≡ 푡��1 − ��

��的前提下令푢 → 푐，

用参量휂同时表示푆系的(푥, 푦, 푧, 푡)。为了简化结果，你可以引入参量푏 ≡
�������(��

����
�)

���(����)
。 
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（3）在特殊的初始条件下，可以发现粒子做周期运动，而不逐渐漂离原点。在给定无量纲

参数휆 = ���
����

的条件下，求解粒子的初速度푣� , 푣�应当满足的条件，用휆表示。 
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