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第 21 届 CPHOS 物理竞赛联考 

理论试题 参考答案 

本试题于 2024 年 7 月 25 日 21: 00 发布，最后更新于 2024 年 7 月 25 日 20: 49 。 

CPHOS 物理竞赛联考是开放性公益性的考试，有意向参与

的教师和学生可以关注“CPHOS”微信公众号进行报名，报名

后方可参与联考。联系方式见试题末尾。 
本次考试 CPHOS 不组织阅卷，如果您愿意向我们提供考试

成绩以供内部评估，可以扫描右侧二维码或者点击下方链接填

写问卷。 
 
 
https://doc.weixin.qq.com/forms/AFAAEQeRAG4AboAGAYPAOQtUxcyG50Tbf?page=1 

考生须知 

1. 理论试题共 5 页，理论答题卡共 8 页，答题时间 180 分钟，试题满分 320 分。 
2. 请在答题卡的指定答题区域内答题，试题和草稿纸上的内容将不会作为评分参考，不可

申请答题卡加页。 
3. 若发现试题存在问题，请向领队（教练）反映，由其转达至相关微信群聊。 
4. 试题答案及相关分析均会在官方网站 www.cphos.cn 上发布。 
 
一、（40 分）挂在桌子边缘的衣服 
 什么时候衣服能挂在桌子的边缘？为回答这个问题，考虑如下简化模型。 
 𝐴𝐴, 𝐵𝐵是两个质量均为𝑚𝑚的质点，它们之间用一根长为𝐿𝐿、质量可忽略不计、不可伸长的

绳连接，如图1.1所示。它们被放置于顶角为𝛼𝛼的光滑水平桌面上，桌面的边缘也是光滑的（边

缘只能提供垂直于桌面边缘的约束力）。重力加速度大小为𝑔𝑔。 
（1）作为进一步的简化，考虑此系统的一种特殊的

运动方式，此运动方式满足： 
 a. 初始时𝐴𝐴, 𝐵𝐵两质点都在桌面边缘处静止，即

将下落，且𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵，其中𝑂𝑂是桌子的顶点； 
 b. 𝐴𝐴 , 𝐵𝐵两质点的运动关于过桌角对角线的竖

直平面是对称的； 
 c. 𝐴𝐴 , 𝐵𝐵两质点运动时无“摆动”，即𝐴𝐴 , 𝐵𝐵都做

直线运动。 
（1.1）求绳段𝐴𝐴𝐴𝐴′与竖直方向的夹角𝛽𝛽。𝐴𝐴′是这样一

个空间点：𝐴𝐴′保持为绳与靠近𝐴𝐴点一侧桌边缘的接触

点。 
（1.2）求𝑃𝑃点的加速度。𝑃𝑃是这样一个空间点：𝑃𝑃保持为绳与桌角对角线的交点。 

http://www.cphos.cn/
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（2）为使衣服能挂在桌面边缘，一种可行的方

案是使桌面倾斜。仍然采用上述模型，但桌子

有倾斜，桌子法线方向、挂绳和质点的桌角对

角线方向在同一竖直平面内，如图1.2所示。求

能使系统平衡的桌角对角线与水平方向的夹

角𝜃𝜃，用𝛼𝛼表示。 
 
参考解答： 
（1） 
（1.1）设桌边缘对接触到桌边绳段的约束力是𝑁𝑁��⃗，两边绳对接触到桌面的绳段拉力分别为𝑇𝑇�⃗1
和𝑇𝑇�⃗ 2。 
分析桌边缘的受力： 

𝑁𝑁��⃗ + 𝑇𝑇�⃗1 + 𝑇𝑇�⃗ 2 = 0 (1) 
记桌边缘方向单位矢量为𝑒̂𝑒，则𝑒̂𝑒 ⋅ 𝑁𝑁��⃗ = 0。由式（1）知 

𝑒̂𝑒 ⋅ �𝑁𝑁��⃗ + 𝑇𝑇�⃗1 + 𝑇𝑇�⃗ 2� = 0 (2) 
因此 

𝑒̂𝑒 ⋅ �𝑇𝑇�⃗1 + 𝑇𝑇�⃗ 2� = 0 (3) 
绳中张力处处相等，记𝑇𝑇�⃗1方向单位矢量为𝜏𝜏1，𝑇𝑇�⃗ 2方向单位矢量为𝜏𝜏2： 

𝑒̂𝑒 ⋅ (𝜏𝜏1 + 𝜏𝜏2) = 0 (4) 
假设𝜏𝜏2（如题解图 1）不在由𝑒̂𝑒和重力加速度𝑔⃗𝑔确定的竖直平面Π内。此时在𝐴𝐴′参考系看来，

质点𝐴𝐴所受惯性力方向平行于𝑒̂𝑒，外力只有重力和绳中张力，绳会变长，这样的条件下质点𝐴𝐴
一定会摆动，因此𝜏𝜏2保持在平面Π内。 

 

几何关系： 

sin𝛽𝛽 = − cos �𝛽𝛽 +
𝜋𝜋
2
� = −𝑒̂𝑒 ⋅ 𝜏𝜏2 = 𝑒̂𝑒 ⋅ 𝜏𝜏1 = sin

𝛼𝛼
2

(5) 

故： 

𝛽𝛽 =
𝛼𝛼
2

(6) 

（1.2）由几何关系可知： 

质点𝐴𝐴在一条与水平面夹角为
𝛼𝛼
2
的直线上运动 (7) 

对质点𝐴𝐴，沿运动方向应用牛顿第二定律： 
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𝑚𝑚𝑎𝑎𝐴𝐴 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 sin
𝛼𝛼
2

(8) 

故： 

𝑎𝑎𝐴𝐴 = 𝑔𝑔 sin
𝛼𝛼
2

(9) 

加速度牵连： 

𝑎𝑎𝐴𝐴′ =
𝑔𝑔 sin𝛼𝛼2
cos𝛼𝛼2 

 (10) 

𝑎𝑎𝑃𝑃 = 𝑔𝑔 sin
𝛼𝛼
2

 (11) 

（2）记𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑥𝑥，考虑几何关系可得系统势能： 

𝑉𝑉(𝑥𝑥) = −2𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝑥𝑥 sin𝜃𝜃 +
𝐿𝐿
2
− 𝑥𝑥 tan

𝛼𝛼
2
� (12) 

平衡条件： 
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 (13) 

得： 

𝜃𝜃 = arcsin �tan
𝛼𝛼
2
� (14) 

评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 24 分： 
第（1.1）小问 12 分：分析桌边缘小段绳 4 分，（5）（6）式各 4 分； 
第（1.2）小问 12 分：（9）（11）式各 6 分； 
第（2）问 16 分：（12）（14）式各 8 分。 
 
二、（40 分）把皮球踢上台阶 

一个有意思的课间活动是把皮球踢上台阶，我们来建立模型分析这个问题。在本题中，

皮球可视作一个质量为𝑚𝑚、半径为𝑅𝑅的匀质薄球壳，台阶高度也为𝑅𝑅。重力加速度为𝑔𝑔。 
（1）如图2.1所示，踢皮球的腿被模型化为一根始终与球有相对滑动（在接触点处腿相对于

球向上滑动）的竖直圆柱，它与球之间的滑动摩擦因数为𝜇𝜇，对球的推力为水平恒力𝐹𝐹。全过

程中，球受到的腿对它的作用力的作用点始终在球的最右端，即与球心等高处。本小问中，

皮球与台阶之间始终无相对滑动，二者之间的滚动摩擦也可忽略。初始时，皮球静止在地面

上，试求为将这个球滚上这级台阶并且保证它不与台阶脱离，推力𝐹𝐹应该满足的条件，并给

出为使上述𝐹𝐹有解，𝜇𝜇应当满足的条件。不考虑球与别的台阶发生碰撞的情况。 

      
（2）有时，皮球在滚上去之后会因别人捣乱而滚下来。为简单起见，我们把别人的捣乱看
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作施加给球一个瞬时冲量，使之获得𝜔𝜔0的初角速度。本小问中，认为台阶足够粗糙，台阶与

球之间的滚动摩擦系数为𝛿𝛿，当支持力大小为𝑁𝑁时，滚动摩擦力矩𝜏𝜏 = 𝛿𝛿 ⋅ 𝑁𝑁。如图2.2所示，

初始时球心位于台阶边沿的正上方。若球心与台阶边沿的连线与竖直方向夹角为𝜙𝜙0时，该皮

球与台阶发生脱离，试求解𝜔𝜔0的表达式，并给出𝜙𝜙0 = π/6、𝛿𝛿 = 0.1𝑅𝑅时的数值结果，系数保

留 3 位有效数字。同样，不考虑球在此之前就与台阶脱离或发生碰撞的情况。 
 
参考解答： 
（1）为了便于之后进行无量纲的运算，现设𝐹𝐹 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘，𝑘𝑘为无量纲的比例系数。 
易知，球壳绕接触点的转动惯量为： 

𝐼𝐼 =
2
3
𝑚𝑚𝑅𝑅2 + 𝑚𝑚𝑅𝑅2 =

5
3
𝑚𝑚𝑅𝑅2 (1) 

记𝜃𝜃为接触点与球心连线和水平方向的夹角，由球壳绕接触点的角动量定理可知： 
𝐼𝐼𝜃̈𝜃 = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(1 + cos 𝜃𝜃) + 𝐹𝐹𝐹𝐹 sin𝜃𝜃 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 cos 𝜃𝜃 (2) 

将𝐼𝐼和𝐹𝐹代入可得： 

d𝜃̇𝜃2

d𝜃𝜃
=

6𝑔𝑔
5𝑅𝑅 �

− cos𝜃𝜃 + 𝑘𝑘�sin𝜃𝜃 + 𝜇𝜇(1 + cos𝜃𝜃)�� (3) 

解这个微分方程，并代入初态可得： 

𝜃̇𝜃2 =
6𝑔𝑔
5𝑅𝑅 �

− sin𝜃𝜃 + 𝑘𝑘�1 − cos 𝜃𝜃 + 𝜇𝜇(𝜃𝜃 + sin𝜃𝜃)�� (4) 

下面来考察球在全过程中的运动情况及其条件： 

条件一：排球可以滚上台阶，即对∀𝜃𝜃 ∈ �0, 𝜋𝜋
2
�，均有𝜃̇𝜃2 > 0。 

定义函数： 
𝐺𝐺(𝜃𝜃) = − sin𝜃𝜃 + 𝑘𝑘�1 − cos 𝜃𝜃 + 𝜇𝜇(𝜃𝜃 + sin𝜃𝜃)� (5) 

自然可得： 
𝐺𝐺′(𝜃𝜃) = − cos𝜃𝜃 + 𝑘𝑘�sin𝜃𝜃 + 𝜇𝜇(1 + cos  𝜃𝜃)� 

临界时： 

∃𝜃𝜃0 ∈ �0,
𝜋𝜋
2�

,𝐺𝐺(𝜃𝜃0) = 0,𝐺𝐺′(𝜃𝜃0) = 0 (6) 

即： 

𝑘𝑘 =
cos 𝜃𝜃0

sin𝜃𝜃0 + 𝜇𝜇(1 + cos𝜃𝜃0)
(7) 

将之代入𝐺𝐺(𝜃𝜃0) = 0中： 

− sin𝜃𝜃0 +
cos𝜃𝜃0

sin𝜃𝜃0 + 𝜇𝜇(1 + cos𝜃𝜃0) �1 − cos 𝜃𝜃0 + 𝜇𝜇(𝜃𝜃0 + sin𝜃𝜃0)� = 0 (8) 

化简即得： 
cos𝜃𝜃0 − 1 + 𝜇𝜇(cos𝜃𝜃0 ∙ 𝜃𝜃0 − sin𝜃𝜃0) = 0 (9) 

观察可得，式（9）左边随𝜃𝜃0单调递减，且当𝜃𝜃0 = 0时，该式恰好成立，故有： 
𝜃𝜃0 = 0  (10) 

代入式（4）并令𝜃̇𝜃2 > 0得： 

𝑘𝑘 =
1

2𝜇𝜇
,𝐹𝐹 >

𝑚𝑚𝑚𝑚
2𝜇𝜇

(11) 

经检验，此时的𝐹𝐹满足条件。 
条件二：在滚上台阶之前，球始终不会与台阶脱离。 

即： 
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𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜃𝜃 + 𝐹𝐹 cos𝜃𝜃 − 𝜇𝜇𝜇𝜇 sin𝜃𝜃 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝜃̇𝜃2 ≥ 0 (12) 
代入得： 

𝑁𝑁
𝑚𝑚𝑚𝑚

= sin𝜃𝜃 + 𝑘𝑘 (cos𝜃𝜃 − 𝜇𝜇 sin𝜃𝜃) −
6
5 �
− sin𝜃𝜃 + 𝑘𝑘�1 − cos𝜃𝜃 + 𝜇𝜇(𝜃𝜃 + sin𝜃𝜃)�� ≥ 0 (13) 

下面令
d𝑁𝑁
d𝜃𝜃

= 0，得： 

𝑘𝑘 =
11 cos𝜃𝜃

6𝜇𝜇 + 11(sin𝜃𝜃 + 𝜇𝜇 cos 𝜃𝜃) ≤
11

17𝜇𝜇
(14) 

下面进行讨论： 

A、当𝑘𝑘 ≥ 11
17𝜇𝜇

时，恒有
d𝑁𝑁
d𝜃𝜃
≤ 0； 

B、当𝑘𝑘 < 11
17𝜇𝜇

时，𝑁𝑁随𝜃𝜃先增后减。 

故综上所述，𝑁𝑁的极小值在𝜃𝜃 = 0或𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
2
时取得。                                (15) 

代入得到对应的支持力： 
𝑁𝑁(0) = 𝐹𝐹 (16) 

𝑁𝑁 �
𝜋𝜋
2
� =

11𝑚𝑚𝑚𝑚
5

− �
11
5
𝜇𝜇 +

6
5
�1 +

𝜋𝜋
2
�� 𝐹𝐹 (17) 

令支持力始终大于零可得： 

𝐹𝐹 ≤
11𝑚𝑚𝑚𝑚

6 + (11 + 3𝜋𝜋)𝜇𝜇 
(18) 

综上可得： 
𝑚𝑚𝑚𝑚
2𝜇𝜇

< 𝐹𝐹 ≤
11𝑚𝑚𝑚𝑚

6 + (11 + 3𝜋𝜋)𝜇𝜇
(19) 

容易得出，为使𝐹𝐹有解，𝜇𝜇需要满足的条件为： 

𝜇𝜇 >
6

11 − 3𝜋𝜋
≈ 3.809 (20) 

（2）易得，绕接触点的转动惯量为： 

𝐼𝐼 =
5
3
𝑚𝑚𝑅𝑅2 

定义𝜙𝜙为接触点与球心连线和竖直方向的夹角，可以写出接触点处的支持力为： 
𝑁𝑁 = 𝑚𝑚�𝑔𝑔 cos𝜙𝜙 − 𝑅𝑅𝜙̇𝜙2� (21) 

故有滚动摩擦力矩为： 
𝜏𝜏 = 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝑚𝑚𝑚𝑚�𝑔𝑔 cos𝜙𝜙 − 𝑅𝑅𝜙̇𝜙2� (22) 

由球对接触点的角动量定理可知： 
𝐼𝐼𝜙̈𝜙 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜃𝜃 − 𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑔𝑔 cos𝜙𝜙 − 𝑅𝑅𝜙̇𝜙2� (23) 

代入化简，并利用
d𝜙̇𝜙2

d𝜙𝜙
∙ 1
2

= 𝜙̈𝜙 可得： 

d𝜙̇𝜙2

d𝜙𝜙
−

6𝛿𝛿
5𝑅𝑅

𝜙̇𝜙2 =
6𝑔𝑔

5𝑅𝑅2
(sin𝜙𝜙𝑅𝑅 − 𝛿𝛿 cos𝜙𝜙 ) (24) 

易得该微分方程的通解： 

𝜙̇𝜙12 = 𝐶𝐶e
6𝜙𝜙𝜙𝜙
5𝑅𝑅 (25)   

其中𝐶𝐶为待定常数。该微分方程的特解为： 
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𝜙̇𝜙22 =
3𝑔𝑔

25𝑅𝑅2 + 36𝛿𝛿2
∙ (−22𝛿𝛿𝛿𝛿 sin𝜙𝜙 + (12𝛿𝛿2 − 10𝑅𝑅2) cos𝜙𝜙) (26) 

代入初始条件： 
𝜙𝜙 = 0, 𝜙̇𝜙 = 𝜔𝜔0 (27) 

可以解出待定常数𝐶𝐶： 

𝐶𝐶 = 𝜔𝜔0
2 −

𝑔𝑔
𝑅𝑅
∙

36𝛿𝛿2 − 30𝑅𝑅2

25𝑅𝑅2 + 36𝛿𝛿2
(28) 

故可解出角速度与位形的关系： 

𝜙̇𝜙2 = 𝜔𝜔0
2e

6𝜙𝜙𝜙𝜙
5𝑅𝑅 −

66𝛿𝛿𝛿𝛿 sin𝜙𝜙
25𝑅𝑅2 + 36𝛿𝛿2

∙
𝑔𝑔
𝑅𝑅

+
𝑔𝑔
𝑅𝑅

36𝛿𝛿2 − 30𝑅𝑅2

25𝑅𝑅2 + 36𝛿𝛿2
�cos𝜙𝜙 − e

6𝜙𝜙𝜙𝜙
5𝑅𝑅 � (29) 

在临界时，𝑁𝑁 = 0，即： 
𝑅𝑅𝜙̇𝜙0

2
= 𝑔𝑔 cos𝜙𝜙0 (30) 

将式（29）代入可得，各参数应当满足的条件为： 

𝜔𝜔0 = �cos𝜙𝜙0 −
36𝛿𝛿2 − 30𝑅𝑅2

25𝑅𝑅2 + 36𝛿𝛿2
�cos𝜙𝜙0 − e

6𝜙𝜙0𝛿𝛿
5𝑅𝑅 � +

66𝛿𝛿𝛿𝛿 sin𝜙𝜙0
25𝑅𝑅2 + 36𝛿𝛿2

e−
3𝜙𝜙0𝛿𝛿
5𝑅𝑅 �

𝑔𝑔
𝑅𝑅

(31) 

数值结果为 

𝜔𝜔0 = 0.847�
𝑔𝑔
𝑅𝑅

(32) 

评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 24 分：（1）（2）（3）式各 1 分，（5）（7）（11）（12）（14）（15）（17）式各 2 分，

（19）式 3 分，（20）式 4 分； 
第（2）问 16 分：（21）（22）（23）式各 1 分，（24）（26）（28）（29）（30）式各 2 分，（32）
式 3 分。 
 
三、（60 分）带电粒子的相对论性运动 

在惯性系𝐾𝐾中，以速度𝑣𝑣沿+𝑥𝑥方向运动的粒子 1 带有电量𝑞𝑞 > 0，以速度𝑣𝑣′沿+𝑦𝑦方向运

动的粒子 2 具有电量𝑞𝑞′ > 0。它们在原点处发生碰撞生成一个新的粒子 3。考虑相对论效应，

真空光速为𝑐𝑐、真空介电常量为𝜀𝜀0。 
（1）在碰撞前的瞬间，存在以速度𝑣⃗𝑣0相对于𝐾𝐾参考系运动的𝐾𝐾′系，使得𝐾𝐾′中观测到𝐾𝐾中点

(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)处的磁感应强度为零。试求满足该条件所有可能的𝑣⃗𝑣0，用分量�𝑣𝑣0𝑥𝑥 , 𝑣𝑣0𝑦𝑦 , 𝑣𝑣0𝑧𝑧�表示。本

小问中，为了简化答案，你可以使用如下参数： 

𝛾𝛾 =
1

�1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

;  𝛾𝛾′ =
1

�1 − 𝑣𝑣′2
𝑐𝑐2

;  𝜆𝜆 =  
𝛾𝛾′𝑞𝑞′

𝛾𝛾𝛾𝛾
�
𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾′2𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2
�

3
2

;  𝐾𝐾 =
𝛾𝛾𝛾𝛾

4𝜋𝜋𝜀𝜀0(𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)
3
2

(3.1) 

（2）在粒子速度均为低速情况下，若要求𝐾𝐾′中处处磁感应强度为零，求出𝑣⃗𝑣0的近似值。 

（3）求新粒子 3 可能的最小速度大小，以及此时粒子 1 和 2 的静质量之比𝑘𝑘 = 𝑚𝑚2
𝑚𝑚1

。 

（4）在（3）的条件下，求解碰撞后瞬间磁感线的参数方程。 
提示：在以速度𝑣⃗𝑣相对于𝑆𝑆参考系运动的惯性系𝑆𝑆′中，电场和磁场平行于𝑣⃗𝑣的方向分量不变，

而垂直于𝑣⃗𝑣的分量变化为 
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𝐸𝐸�⃗⊥′ =
𝐸𝐸�⃗⊥ + 𝑣⃗𝑣 × 𝐵𝐵�⃗

�1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

;  𝐵𝐵�⃗ ⊥′ =
𝐵𝐵�⃗ ⊥ −

𝑣⃗𝑣
𝑐𝑐2 × 𝐸𝐸�⃗

�1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

(3.2) 

 
参考解答： 
（1）记𝚤𝚤、𝚥𝚥、𝑘𝑘�⃗分别为𝑥𝑥、𝑦𝑦、𝑧𝑧方向的单位矢量，且所有坐标系坐标轴的正方向对应平行，

在𝑡𝑡 = 0时刻对齐。在以速度𝑣⃗𝑣  =  𝑣𝑣𝚤𝚤相对𝐾𝐾系运动的粒子 1 静止的𝐾𝐾1系中 

𝐸𝐸𝑥𝑥1′ =
𝑞𝑞𝑥𝑥′

4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑟𝑟′3
;  𝐸𝐸𝑦𝑦1′ =

𝑞𝑞𝑦𝑦′

4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑟𝑟′3
;  𝐸𝐸𝑧𝑧1′ =

𝑞𝑞𝑧𝑧′

4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑟𝑟′3
(1) 

𝐵𝐵𝑥𝑥1′ = 0; 𝐵𝐵𝑦𝑦1′ = 0; 𝐵𝐵𝑧𝑧1′ = 0 (2) 
由电磁场的相对论变换公式，在𝐾𝐾系中 

𝐸𝐸𝑥𝑥1 = 𝐸𝐸𝑥𝑥1′ ;  𝐸𝐸𝑦𝑦1 = 𝛾𝛾�𝐸𝐸𝑦𝑦1′ + 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑧𝑧1′ �;  𝐸𝐸𝑧𝑧1 = 𝛾𝛾�𝐸𝐸𝑧𝑧1′ − 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑦𝑦1′ � (3) 

𝐵𝐵𝑥𝑥1 = 𝐵𝐵𝑥𝑥1′ ;  𝐵𝐵𝑦𝑦1 = 𝛾𝛾 �𝐵𝐵𝑦𝑦1′ −
𝑣𝑣
𝑐𝑐2
𝐸𝐸𝑧𝑧1′ � ;  𝐵𝐵𝑧𝑧1 = 𝛾𝛾 �𝐵𝐵𝑧𝑧1′ +

𝑣𝑣
𝑐𝑐2
𝐸𝐸𝑦𝑦1′ � (4) 

其中 

𝛾𝛾 =
1

�1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

(5)
 

由 Lorentz 变换，令𝑡𝑡 = 0为粒子碰撞的时刻，则 
𝑥𝑥′ = 𝛾𝛾𝛾𝛾;  𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦;  𝑧𝑧′ = 𝑧𝑧;  𝑟𝑟′ = �𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 (6) 

将（1）（2）（6）式代入（3）（4）式得 

𝐸𝐸𝑥𝑥1 =
𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

4𝜋𝜋𝜀𝜀0(𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)
3
2

;  𝐵𝐵𝑥𝑥1 = 0 (7) 

𝐸𝐸𝑦𝑦1 =
𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

4𝜋𝜋𝜀𝜀0(𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)
3
2

;  𝐵𝐵𝑦𝑦1 = −
𝑣𝑣
𝑐𝑐2
𝐸𝐸𝑧𝑧1 (8) 

𝐸𝐸𝑧𝑧1 =
𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

4𝜋𝜋𝜀𝜀0(𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)
3
2

;  𝐵𝐵𝑧𝑧1 =
𝑣𝑣
𝑐𝑐2
𝐸𝐸𝑦𝑦1 (9) 

𝐸𝐸�⃗1的方向与𝐸𝐸�⃗1′相同，这是因为
𝐸𝐸𝑥𝑥1
𝐸𝐸𝑥𝑥1′

= 𝐸𝐸𝑦𝑦1
𝐸𝐸𝑦𝑦1′

= 𝐸𝐸𝑧𝑧1
𝐸𝐸𝑧𝑧1′

。𝐸𝐸�⃗1的大小为 

𝐸𝐸1 = �𝐸𝐸𝑥𝑥12 + 𝐸𝐸𝑦𝑦12 + 𝐸𝐸𝑧𝑧12 =
𝛾𝛾𝛾𝛾

4𝜋𝜋𝜀𝜀0
�

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

(𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)3
(10) 

由（7）（8）（9）式得 

𝐵𝐵�⃗ 1 =
𝑣⃗𝑣 × 𝐸𝐸�⃗1
𝑐𝑐2

(11) 

同理，对于 2 号粒子，我们记 

𝛾𝛾′ =
1

�1 − 𝑣𝑣′2
𝑐𝑐2

(12)
 

且可知𝐸𝐸�⃗ 2与𝐸𝐸�⃗ 2′的方向相同，其大小 

𝐸𝐸2 =
𝛾𝛾′𝑞𝑞′

4𝜋𝜋𝜀𝜀0
�

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

�𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾′2𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2�
3 (13) 
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𝐵𝐵�⃗ 2 =
𝑣⃗𝑣′ × 𝐸𝐸�⃗ 2
𝑐𝑐2

(14) 

可以直接用坐标变换的方法求解𝑣⃗𝑣0，但过于麻烦。这里，我们用矢量的方法。 
矢量形式的电磁场变换公式为 

𝐵𝐵�⃗ ∥′ = 𝐵𝐵�⃗ ∥ =
�𝐵𝐵�⃗ ⋅ 𝑣⃗𝑣0�

|𝑣⃗𝑣0|2 𝑣⃗𝑣0 (15) 

以及 

𝐵𝐵�⃗ ⊥′ = 𝛾𝛾0 �𝐵𝐵�⃗ −
𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ �
⊥

 = 𝛾𝛾0 ��𝐵𝐵�⃗ −
𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ � − �𝐵𝐵�⃗ −
𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ �
∥
� (16) 

式中 

𝛾𝛾0 =
1

�1 − 𝑣𝑣02
𝑐𝑐2

(17)
 

由于平行分量可以表示为 

�𝐵𝐵�⃗ −
𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ �
∥

=
1
𝑣𝑣02
��𝐵𝐵�⃗ −

𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ � ⋅ 𝑣⃗𝑣0� 𝑣⃗𝑣0 (18) 

因此 

𝐵𝐵�⃗ ⊥′ = 𝛾𝛾0 �𝐵𝐵�⃗ −
𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ � − 𝛾𝛾0
�𝐵𝐵�⃗ ⋅ 𝑣⃗𝑣0�

|𝑣⃗𝑣0|2 𝑣⃗𝑣0 (19) 

其中，我们利用了𝑣⃗𝑣0 × 𝐸𝐸�⃗与𝑣⃗𝑣0垂直。因此，当磁场为 0 时 

0 = 𝐵𝐵�⃗ ′ = 𝐵𝐵�⃗ ∥′ + 𝐵𝐵�⃗ ⊥′ = 𝛾𝛾0 �𝐵𝐵�⃗ −
𝑣⃗𝑣0
𝑐𝑐2

× 𝐸𝐸�⃗ � +
1 − 𝛾𝛾0
𝑣𝑣02

�𝐵𝐵�⃗ ⋅ 𝑣⃗𝑣0�𝑣⃗𝑣0 (20) 

用𝑣⃗𝑣0点乘式（20）的两边，由𝑣⃗𝑣0 × 𝐸𝐸�⃗与𝑣⃗𝑣0垂直及𝑣⃗𝑣0 ⋅ 𝑣⃗𝑣0 = 𝑣𝑣02可得 
𝐵𝐵�⃗ ⋅ 𝑣⃗𝑣0 = 0 (21) 

将（21）式代入（20）式可得 

𝐵𝐵�⃗ −
1
𝑐𝑐2
𝑣⃗𝑣0 × 𝐸𝐸�⃗ = 0 (22) 

下面我们求总磁场𝐵𝐵�⃗ ，它由两个粒子的磁场共同产生： 

𝐵𝐵�⃗ = 𝐵𝐵�⃗ 1 + 𝐵𝐵�⃗ 2 =
1
𝑐𝑐2 �

𝑣⃗𝑣1 × 𝐸𝐸�⃗1 + 𝑣⃗𝑣2 × 𝐸𝐸�⃗ 2� =
1
𝑐𝑐2

(𝑣⃗𝑣1 + 𝜆𝜆𝑣⃗𝑣2) × 𝐸𝐸�⃗1 (23) 

最后一步是因为，前已论证𝐸𝐸�⃗1与𝐸𝐸�⃗1′平行、𝐸𝐸�⃗ 2与𝐸𝐸�⃗ 2′平行，又易知𝐸𝐸�⃗1′与𝐸𝐸�⃗ 2′平行，因此可得𝐸𝐸�⃗1与𝐸𝐸�⃗ 2
平行；式中，𝜆𝜆代表𝐸𝐸�⃗ 2与𝐸𝐸�⃗1大小之比： 

𝜆𝜆 =
�𝐸𝐸�⃗ 2�
�𝐸𝐸�⃗ 1�

=
𝛾𝛾′𝑞𝑞′

𝛾𝛾𝛾𝛾
�
𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾′2𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2
�

3
2

(24) 

再将（23）式代入（22）式即有 
(𝑣⃗𝑣1 + 𝜆𝜆𝑣⃗𝑣2) × 𝐸𝐸�⃗1 − 𝑣⃗𝑣0 × �𝐸𝐸�⃗1 + 𝜆𝜆𝐸𝐸�⃗1� = 0 ⇒  [𝑣⃗𝑣1 + 𝜆𝜆𝑣⃗𝑣2 − (1 + 𝜆𝜆)𝑣⃗𝑣0] × 𝐸𝐸�⃗1 = 0 (25) 

即𝑣⃗𝑣1 + 𝜆𝜆𝑣⃗𝑣2 − (1 + 𝜆𝜆)𝑣⃗𝑣0与𝐸𝐸�⃗1平行。因此 

𝑣⃗𝑣0 =
𝑣⃗𝑣1 + 𝜆𝜆𝑣⃗𝑣2 − 𝜇𝜇𝐸𝐸�⃗1

1 + 𝜆𝜆
(26) 

其中𝜇𝜇为任意常数。将𝑣⃗𝑣1、𝑣⃗𝑣2、𝐸𝐸�⃗1代入（26）式得 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑣𝑣0𝑥𝑥 =

𝑣𝑣 − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
1 + 𝜆𝜆

𝑣𝑣0𝑦𝑦 =
𝜆𝜆𝜆𝜆 − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

1 + 𝜆𝜆

𝑣𝑣0𝑧𝑧 =
−𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
1 + 𝜆𝜆

, 𝐾𝐾 =
𝛾𝛾𝛾𝛾

4𝜋𝜋𝜀𝜀0(𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)
3
2

(27) 

当然，由于𝜇𝜇是任意常数，我们可以把− 𝜇𝜇𝜇𝜇
1+𝜆𝜆

整个记作𝜇𝜇，于是（27）式可以等价地表达为 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑣𝑣0𝑥𝑥 =

𝑣𝑣
1 + 𝜆𝜆

+ 𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑣𝑣0𝑦𝑦 =
𝜆𝜆𝜆𝜆

1 + 𝜆𝜆
+ 𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑣𝑣0𝑧𝑧 = 𝜇𝜇𝜇𝜇

(28) 

式中𝜇𝜇为任意常数。 
（2）在低速情形下，𝛾𝛾 ≈ 𝛾𝛾′ ≈ 1，因此 

𝜆𝜆 =
𝛾𝛾′𝑞𝑞′

𝛾𝛾𝛾𝛾
�
𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾′2𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2
�

3
2
≈
𝑞𝑞′

𝑞𝑞
(29) 

自动变为常数。若要求𝑣⃗𝑣0与𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧无关，需要令𝜇𝜇 = 0。这样，（28）式变为 

𝑣⃗𝑣0 = �
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑞𝑞 + 𝑞𝑞′
,
𝑞𝑞′𝑣𝑣′

𝑞𝑞 + 𝑞𝑞′
, 0� (30) 

（3）设𝑚𝑚1、𝑚𝑚2分别为粒子 1 和粒子 2 的静质量，𝑘𝑘 = 𝑚𝑚2
𝑚𝑚1

。粒子 1 的动量𝑝⃗𝑝1与粒子 2 的动量

𝑝⃗𝑝2垂直，由动量守恒定律得𝑝𝑝12 + 𝑝𝑝22 = 𝑝𝑝2： 

𝑚𝑚1
2𝑣𝑣2

1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

+
𝑚𝑚2
2𝑣𝑣′2

1 − 𝑣𝑣′2
𝑐𝑐2

=
𝑚𝑚2𝑣𝑣02

1 − 𝑣𝑣02
𝑐𝑐2

(31) 

其中𝑚𝑚为新粒子的静质量，𝑣𝑣0为新粒子的速度大小。由能量守恒定律得 
𝑚𝑚1𝑐𝑐2

�1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

+
𝑚𝑚2𝑐𝑐2

�1 − 𝑣𝑣′2
𝑐𝑐2

=
𝑚𝑚𝑐𝑐2

�1 − 𝑣𝑣02
𝑐𝑐2

(32) 

用式（31）除以（32）的平方，得 

𝑣𝑣0 =
�𝑣𝑣2�𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣′2� + 𝑘𝑘2𝑣𝑣′2(𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2)

�𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣′2 + 𝑘𝑘√𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2
(33) 

取极值时，令
d𝑣𝑣0
d𝑘𝑘

= 0，得到 

𝑘𝑘 =
𝑚𝑚2

𝑚𝑚1
=
𝑣𝑣2

𝑣𝑣′2
�𝑐𝑐

2 − 𝑣𝑣′2

𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2
(34) 

此时，（33）式可写为 

𝑣𝑣0 =
𝑣𝑣𝑣𝑣′

�𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
(35) 

（4）为了求解碰后的磁场分布，我们还需知道碰撞后粒子 3 的速度𝑣⃗𝑣0的方向。设𝑣⃗𝑣0与𝑥𝑥轴的

夹角为𝜃𝜃，由动量守恒定律 
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tan 𝜃𝜃 =
𝑝𝑝2
𝑝𝑝1

=
𝑘𝑘𝑣𝑣′

𝑣𝑣
�𝑐𝑐

2 − 𝑣𝑣2

𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣′2
(36) 

将（34）式代入（36）式即有 

tan𝜃𝜃 =
𝑣𝑣
𝑣𝑣′

(37) 

让坐标系绕𝑧𝑧轴逆时针旋转𝜃𝜃角，这样一来，电磁场可以用（7）（8）（9）来描述。无论是直

接看磁场的方向，还是通过求解磁感线方程
𝐵𝐵𝑥𝑥′

d𝑥𝑥′
= 𝐵𝐵𝑦𝑦′

d𝑦𝑦′
= 𝐵𝐵𝑧𝑧′

d𝑧𝑧′
，即 

0
d𝑥𝑥′

= −
𝑣𝑣0𝑧𝑧′

d𝑦𝑦′
=
𝑣𝑣0𝑦𝑦′

d𝑧𝑧′
(38) 

均可得出磁感线为圆的结论，且这些圆所在平面均与𝑥𝑥′轴垂直： 
𝑧𝑧′d𝑧𝑧′ + 𝑦𝑦′d𝑦𝑦′ = 0 ⇒ 𝑦𝑦′2 + 𝑧𝑧′2 = 𝐶𝐶22 (39) 

其中，𝐶𝐶22为大于等于0的任意常数。设原先这些圆所在平面为𝑥𝑥′ = 𝐶𝐶，绕𝑧𝑧轴顺时针旋转𝜃𝜃角
转换到原坐标系中后，这些圆所在的平面可以用下面的方程描述： 

𝑦𝑦 = cot 𝜃𝜃 ⋅ 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 =
𝑣𝑣′

𝑣𝑣
𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 (40) 

其中𝐶𝐶1为任意常数，其与𝐶𝐶的关系为𝐶𝐶 = 𝐶𝐶1 sin𝜃𝜃。该圆的圆心坐标为 

𝑂𝑂′: (𝐶𝐶 cos 𝜃𝜃 ,𝐶𝐶 sin𝜃𝜃 , 0) = �
𝐶𝐶1𝑣𝑣𝑣𝑣′

𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
,
𝐶𝐶1𝑣𝑣2

𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
, 0� (41) 

将该圆投影到 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 平面上，并令 𝐶𝐶2（任意常数）为投影前圆的半径。 则投影后的图形的

中心坐标为𝑂𝑂′′ �0, 𝐶𝐶1𝑣𝑣2

𝑣𝑣2+𝑣𝑣′2
, 0�，且原先的圆变为半长轴为𝐶𝐶2、半短轴为 𝐶𝐶2 cos𝜃𝜃 = 𝐶𝐶2𝑣𝑣′

�𝑣𝑣2+𝑣𝑣′2
的椭

圆。𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦平面上投影出的新椭圆在该平面上的方程即可可写为 

�𝑦𝑦 − 𝐶𝐶1𝑣𝑣2
𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2

�
2

� 𝐶𝐶2𝑣𝑣′

�𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
�
2 +

𝑧𝑧2

𝐶𝐶22
= 1 (42) 

结合（40）式和（42）式，利用椭圆的参数方程的知识，可得磁感线的参数方程，即 

𝑥𝑥(𝜙𝜙) = −
𝐶𝐶2𝑣𝑣

�𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
cos𝜙𝜙 +

𝐶𝐶1𝑣𝑣𝑣𝑣′

𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
(43) 

𝑦𝑦(𝜙𝜙) =
𝐶𝐶2𝑣𝑣′

�𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
cos𝜙𝜙 +

𝐶𝐶1𝑣𝑣2

𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣′2
(44) 

𝑧𝑧(𝜙𝜙) = 𝐶𝐶2 sin𝜙𝜙 (45) 
其中𝜙𝜙为参数，𝐶𝐶1、𝐶𝐶2为任意常数。 
评分标准：本题满分 60 分。 
第（1）问 25 分：（7）（8）（9）（15）（18）（19）（20）（22）（25）（26）式各 2 分，（27）式

【或（28）式】5 分； 
第（2）问 5 分：（29）式 1 分，（30）式 4 分； 
第（3）问 10 分：（31）（32）式各 1 分，（33）式 2 分，（34）（35）式各 3 分； 
第（4）问 20 分：（37）式 2 分，得出磁感线为圆【（39）式或其等价表述】得 8 分，（40）
（41）（43）（44）（45）式各 2 分。 
 

四、（50 分）圆偏振光的角动量 
真空中有一束沿+𝑧𝑧方向传播的圆偏振光𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸0 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑥𝑥� + 𝐸𝐸0 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑦𝑦�。从量
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子的角度来看，圆偏振光是由光子组成的，这些光子拥有非零的自旋角动量。已知真空中电

磁场的能量密度为𝑤𝑤 = 1
2
𝜀𝜀0𝐸𝐸�⃗ 2 + 1

2𝜇𝜇0
𝐵𝐵�⃗ 2，自旋角动量密度为𝑠𝑠 = 𝜀𝜀0𝐸𝐸�⃗ × 𝐴𝐴，其中𝐴𝐴为磁矢势。只

考虑时间振荡的磁矢势项时，对于单色平面电磁波有𝐸𝐸�⃗ = −𝜕𝜕𝐴⃗𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕
。 

（1）求这束圆偏振光的光强𝐼𝐼（单位时间内通过单位面积的能量）与空间中的角动量密度𝑠𝑠。 
（2）量子化后，圆偏振光中单光子能量𝐸𝐸 = ℏ𝜔𝜔。利用（1）中求解的结果，求出单个光子的

角动量𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾。 
（3）让这束光垂直入射一个厚度为𝑑𝑑、横截面积为𝑆𝑆的波晶片，此波晶片𝑥𝑥,𝑦𝑦方向的线偏振光

的折射率分别为𝑛𝑛𝑜𝑜,𝑛𝑛𝑒𝑒。此时，光子的角动量不再是沿着某一固定方向的本征态，而是处于

两个自旋相反方向的叠加态。求出单光子角动量的期望值〈𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾′ 〉，并求解固定住此波晶片所需

的力矩大小。本小问中不考虑光的吸收与反射，即只需要考虑通过波晶片后相位的变化。 
（4）旋光晶体对于左旋与右旋偏振光有着不同的折射率。现有一块厚度为𝑑𝑑′的旋光晶体，

对于该波矢大小为𝑘𝑘的光线，左旋与右旋的折射率分别为𝑛𝑛+与𝑛𝑛−。让第（3）问中出射的光

继而垂直入射这一旋光晶体，之后再通过一偏振片使其变为𝑥𝑥方向的线偏振光。求出射后的

光子数密度𝜌𝜌′′与单一光子角动量的期望值〈𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾′′〉。本小问中同样不考虑光的吸收与反射。 
 
参考解答： 
（1）真空中的电磁波满足 

𝐸𝐸0 = 𝑐𝑐𝐵𝐵0 (1) 
且电场与磁场始终相互垂直。 
因此有 

𝑤𝑤 =
1
2
𝜀𝜀0𝐸𝐸�⃗ 2 +

1
2𝜇𝜇0

𝐵𝐵�⃗ 2 

𝑤𝑤 = 𝜀𝜀0�𝐸𝐸𝑥𝑥2 + 𝐸𝐸𝑦𝑦2� = 𝜀𝜀0𝐸𝐸02(〈cos2(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)〉 + 〈sin2(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)〉) = 𝜀𝜀0𝐸𝐸02 (2) 
继而得到光强 

𝐼𝐼 = 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝜀𝜀0𝑐𝑐𝐸𝐸02 (3) 

由𝐸𝐸�⃗ = −𝜕𝜕𝐴⃗𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕
，对𝑥𝑥,𝑦𝑦方向分量分别积分得 

𝐴𝐴 =
𝐸𝐸0
𝜔𝜔

(− sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑥𝑥� + cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑦𝑦�) (4) 

我们发现𝐴𝐴始终垂直于𝐸𝐸�⃗。由题给表达式𝑠𝑠 = 𝜀𝜀0𝐸𝐸�⃗ × 𝐴𝐴，得自旋角动量密度 

𝑠𝑠 =
𝜀𝜀0𝐸𝐸02

𝜔𝜔
𝑧̂𝑧 (5) 

（2）单个光子的能量 
𝐸𝐸𝛾𝛾 = ℏ𝜔𝜔 (6) 

光子数密度 

𝑛𝑛 =
𝑤𝑤
𝐸𝐸𝛾𝛾

=
𝜀𝜀0𝐸𝐸02

ℏ𝜔𝜔
(7) 

因此，单个光子的角动量 

𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾 =
𝑠𝑠
𝑛𝑛

= ℏ𝑧̂𝑧 (8) 

（3）经过波晶片后，圆偏振光的𝑥𝑥,𝑦𝑦方向的分量产生额外的相位差 
Δ𝜑𝜑 = 𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑 (9) 

此时电场与磁矢势变为 
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𝐸𝐸�⃗ ′ = 𝐸𝐸0(cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − Δ𝜑𝜑)𝑥𝑥� + sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑦𝑦�) 

𝐴𝐴′ =
𝐸𝐸0
𝜔𝜔

(− sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − Δ𝜑𝜑)𝑥𝑥� + cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑦𝑦�) (10) 

此时空间中的角动量密度 

𝑠𝑠′ = 𝜀𝜀0𝐸𝐸�⃗ ′ × 𝐴𝐴′ =
𝜀𝜀0𝐸𝐸02

𝜔𝜔
cosΔ𝜑𝜑 𝑧̂𝑧 (11) 

光子全部通过，数密度不变，因此得到 

〈𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾′ 〉 =
𝑠𝑠′
𝑛𝑛

= ℏ cosΔ𝜑𝜑 𝑧̂𝑧 = ℏ cos(𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑) 𝑧̂𝑧 (12) 

维持平衡所需的力矩的大小等于单位时间内传递的角动量 
𝑀𝑀��⃗ = 𝑐𝑐(𝑠𝑠 − 𝑠𝑠′)𝑆𝑆 (13) 

将式（5）（11）代入得 

𝑀𝑀��⃗ = 𝑐𝑐
𝜀𝜀0𝐸𝐸02

𝜔𝜔
[1 − cos(𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑)]𝑆𝑆𝑧̂𝑧 (14) 

（4） 
【方法一】 
第（3）问中出射的光可以表示成左旋偏振光与右旋偏振光的叠加 

𝐸𝐸�⃗ ′ = 𝐸𝐸+(cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑+)𝑥𝑥� + sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑+)𝑦𝑦�)  
+𝐸𝐸−(cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑−)𝑥𝑥� − sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑−)𝑦𝑦�) (15) 

观测得到的左旋偏振光与右旋偏振光的光子数比为𝐸𝐸+2:𝐸𝐸−2，意味着 

〈𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾′ 〉 =
𝐸𝐸+2 − 𝐸𝐸−2

𝐸𝐸+2 + 𝐸𝐸−2
ℏ𝑧̂𝑧 (16) 

又有 

�〈𝐸𝐸�⃗ ′2〉 = �𝐸𝐸+2 + 𝐸𝐸−2 = 𝐸𝐸0 (17) 

联立式（12）（16）（17），可得 
𝐸𝐸+ = cos(Δ𝜑𝜑/2)𝐸𝐸0 
𝐸𝐸− = sin(Δ𝜑𝜑/2)𝐸𝐸0 (18) 

考虑𝑥𝑥方向的电场的最大值，比较式（10）（15），有 
𝐸𝐸+2 + 𝐸𝐸−2 + 2𝐸𝐸+𝐸𝐸− cos(𝜑𝜑+ − 𝜑𝜑−) = 𝐸𝐸02 (19) 

因而可将（15）改写为 

𝐸𝐸�⃗ ′ = cos(Δ𝜑𝜑/2)𝐸𝐸0(cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)𝑥𝑥� + sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)𝑦𝑦�)
+ sin(Δ𝜑𝜑/2)𝐸𝐸0(sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)𝑥𝑥� + cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)𝑦𝑦�) (20)

 

（注：直接比较式（10）（15）也可计算得到（20）式，但计算量会大很多） 
经过旋光晶体后，左、右旋偏振光产生额外的相位差 

Δ𝜑𝜑′ = 𝑘𝑘(𝑛𝑛+ − 𝑛𝑛−)𝑑𝑑′ (21) 
此时电场变为 

𝐸𝐸�⃗ ′′ = cos(Δ𝜑𝜑/2)𝐸𝐸0(cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑 − Δ𝜑𝜑′)𝑥𝑥� + sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑 − Δ𝜑𝜑′)𝑦𝑦�)
+ sin(Δ𝜑𝜑/2)𝐸𝐸0(sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)𝑥𝑥� + cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)𝑦𝑦�) (22)

 

通过偏振片后 
𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝐸𝐸0[cos(Δ𝜑𝜑/2) cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑 − Δ𝜑𝜑′) + sin(Δ𝜑𝜑/2) sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑)] (23) 

改写成线偏振光的形式 
𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝐸𝐸𝑥𝑥0 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑′) (24) 

其中 
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𝐸𝐸𝑥𝑥02 = �cos2 �
Δ𝜑𝜑
2
� + sin2 �

Δ𝜑𝜑
2
� + cos �

Δ𝜑𝜑
2
� sin �

Δ𝜑𝜑
2
� sinΔ𝜑𝜑′� 𝐸𝐸02

= �1 +
1
2

sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑) sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛+ − 𝑛𝑛−)𝑑𝑑′)� 𝐸𝐸02 (25)
 

此时能量密度变为 

𝑤𝑤′′ = 𝜀𝜀0〈𝐸𝐸𝑥𝑥2〉 =
1
2
𝜀𝜀0 �1 +

1
2

sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑) sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛+ − 𝑛𝑛−)𝑑𝑑′)� 𝐸𝐸02 (26) 

光子数密度变为 

𝑛𝑛′′ =
𝑤𝑤′′

ℏ𝜔𝜔
=

𝜀𝜀0
2ℏ𝜔𝜔

�1 +
1
2

sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑) sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛+ − 𝑛𝑛−)𝑑𝑑′)� 𝐸𝐸02 (27) 

线偏振光无角动量 
〈𝐿𝐿�⃗ 𝛾𝛾′′〉 = 0 (28) 

【方法二】 
考虑一线偏振光通过这一旋光晶体，其偏振方向会顺时针旋转𝜃𝜃 

𝜃𝜃 =
𝑘𝑘(𝑛𝑛+ − 𝑛𝑛−)𝑑𝑑′

2
(29′) 

第（3）问中出射的光可以看成两个线偏振光的叠加，因此𝐸𝐸�⃗ ′′也相当于𝐸𝐸�⃗ ′顺时针旋转𝜃𝜃（加上

一定的相位差）。再通过偏振片，相对于𝐸𝐸�⃗ ′投影到𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 tan𝜃𝜃上。 
最终的电场 

𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝐸𝐸0(cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − Δ𝜑𝜑) cos 𝜃𝜃 + sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) sin𝜃𝜃) (30′) 
改写成线偏振光的形式 

𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝐸𝐸𝑥𝑥0 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜑𝜑′) (31′) 
其中 

𝐸𝐸𝑥𝑥02 = [cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃 + cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃 sin𝛥𝛥𝛥𝛥]𝐸𝐸02

= �1 +
1
2

sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑜𝑜 − 𝑛𝑛𝑒𝑒)𝑑𝑑) sin(𝑘𝑘(𝑛𝑛+ − 𝑛𝑛−)𝑑𝑑′)� 𝐸𝐸02 (32′)
 

与（25）一致。 
之后过程与方法一相同。 
评分标准：本题满分 50 分。 
第（1）问 10 分：（1）（2）（3）（4）（5）式各 2 分； 
第（2）问 5 分：（6）（7）式各 2 分，（8）式 1 分； 
第（3）问 15 分：（9）（11）（14）式各 2 分，（10）（12）（13）式各 3 分； 
第（4）问 20 分： 
【方法一】（15）（16）（17）（18）（20）（21）（23）（25）（28）式各 2 分，（26）（27）式各

1 分（用其他方法从（15）式得到（20）式也可得到（16）（17）（18）式的分）； 
【方法二】（29’）（30’）式各 6 分，（32’）（26）（27）（28）式各 2 分。 

 

五、（40 分）范德瓦尔斯气体的临界点 
众所周知，范德瓦尔斯气体存在一个特殊的临界点，在临界点附近，范德瓦尔斯气体的

相变为二级相变。二级相变存在一系列特征量（被称作临界指数），本题就来研究临界点附

近相变的过程。 
（1）已知 1 mol 范德瓦尔斯气体的状态方程为 

�𝑝𝑝 +
𝑎𝑎
𝑣𝑣2
� (𝑣𝑣 − 𝑏𝑏) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 (5.1) 

求该临界点的压强𝑝𝑝𝑐𝑐、摩尔体积𝑣𝑣𝑐𝑐和临界温度𝑇𝑇𝑐𝑐。 
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（2）接下来，我们考察临界点附近范德瓦尔斯气体的特性。 
（2.1）求临界点附近范德瓦尔斯气体的近似状态方程，用𝜋𝜋 = 𝜋𝜋(𝜙𝜙, 𝜏𝜏)表示，其中 

𝜋𝜋 =
𝑝𝑝
𝑝𝑝𝑐𝑐
− 1, 𝜙𝜙 =

𝑣𝑣
𝑣𝑣𝑐𝑐
− 1, 𝜏𝜏 =

𝑇𝑇
𝑇𝑇𝑐𝑐
− 1 (5.2) 

代表无量纲化后对临界点压强、体积和温度，要求𝜋𝜋精确至关于𝜙𝜙的三次项，且每项系数保

留到关于𝜏𝜏的最低阶项。 
（2.2）在温度比𝑇𝑇𝑐𝑐略小时，气液共存的情况下，气体和液体的密度差Δ𝜌𝜌 ∝ (−𝜏𝜏)𝛽𝛽，求临界

指数𝛽𝛽。 
（2.3）在𝑇𝑇 = 𝑇𝑇𝑐𝑐时，压强随体积的变化满足𝜋𝜋 ∝ 𝜙𝜙𝛿𝛿，求临界指数𝛿𝛿。 

（2.4）在𝑇𝑇 > 𝑇𝑇𝑐𝑐 , 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣𝑐𝑐时，等温压缩率𝜅𝜅𝑇𝑇 = −1
𝑣𝑣
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑇𝑇
满足𝜅𝜅𝑇𝑇 ∝ 𝜏𝜏−𝛾𝛾，求临界指数𝛾𝛾。  

 
参考解答： 
（1）将状态方程整理为 

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑣𝑣,𝑇𝑇) =
𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑣𝑣 − 𝑏𝑏

−
𝑎𝑎
𝑣𝑣2

(1) 

临界情况满足 

�
∂𝑝𝑝
∂𝑣𝑣
�
𝑇𝑇=𝑇𝑇𝑐𝑐,𝑣𝑣=𝑣𝑣𝑐𝑐

= 0 (2)

�
∂2𝑝𝑝
∂𝑣𝑣2

�
𝑇𝑇=𝑇𝑇𝑐𝑐,𝑣𝑣=𝑣𝑣𝑐𝑐

= 0 (3)
 

解得 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑝𝑝𝑐𝑐 =

𝑎𝑎
27𝑏𝑏2

𝑣𝑣𝑐𝑐 = 3𝑏𝑏

𝑇𝑇𝑐𝑐 =
8𝑎𝑎

27𝑅𝑅𝑅𝑅

(4) 

（2.1）把𝑝𝑝, 𝑣𝑣,𝑇𝑇用𝜋𝜋, 𝜏𝜏,𝜙𝜙表示，并代入（1）问中求出的𝑝𝑝𝑐𝑐 , 𝑣𝑣𝑐𝑐 ,𝑇𝑇𝑐𝑐，化简得： 

1 + 𝜋𝜋 =
4(1 + 𝜏𝜏)

1 + 3
2𝜙𝜙

−
3

(1 + 𝜙𝜙)2
(5) 

近似得 

1 + 𝜋𝜋 = 4(1 + 𝜏𝜏) �1 −
3
2
𝜙𝜙 +

9
4
𝜙𝜙2 −

27
8
𝜙𝜙3� − 3(1 − 2𝜙𝜙 + 3𝜙𝜙2 − 4𝜙𝜙3) (6) 

按题目要求化简并近似得 

𝜋𝜋(𝜙𝜙, 𝜏𝜏) = 4𝜏𝜏 − 6𝜏𝜏𝜏𝜏 + 9𝜏𝜏𝜙𝜙2 −
3
2
𝜙𝜙3 (7) 

（2.2）由麦克斯韦等面积法则可以确定等压情况下发生相变时和结束相变时的气体摩尔体

积𝑣𝑣𝑔𝑔和𝑣𝑣𝑙𝑙。由三次函数的对称性，气液相开始转变的两个点分居𝜋𝜋 − 𝜙𝜙图像拐点(𝜙𝜙0,𝜋𝜋0)的
正左方(𝜙𝜙𝑙𝑙 ,𝜋𝜋0)与正右方�𝜙𝜙𝑔𝑔,𝜋𝜋0�。 

先求拐点。求二阶导： 

�
𝜕𝜕2𝜋𝜋
𝜕𝜕𝜙𝜙2�

𝜏𝜏
= 18𝜏𝜏 − 9𝜙𝜙 (8) 

拐点横坐标𝜙𝜙0满足 
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�
𝜕𝜕2𝜋𝜋
𝜕𝜕𝜙𝜙2�

𝜏𝜏,𝜙𝜙=𝜙𝜙0

= 0 (9) 

解得 

𝜙𝜙0 = 2𝜏𝜏 (10) 
代入得拐点纵坐标 

𝜋𝜋0 = 𝜋𝜋(𝜙𝜙0, 𝜏𝜏) = 4𝜏𝜏 − 12𝜏𝜏2 + 24𝜏𝜏3 (11) 
相变开始和结束点的横坐标𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝑙𝑙 ,𝜙𝜙𝑔𝑔满足方程 

𝜋𝜋(𝜙𝜙, 𝜏𝜏) = 𝜋𝜋0 (12) 
代入解得 

𝜙𝜙𝑔𝑔,𝑙𝑙 = 2𝜏𝜏 ± 2�−𝜏𝜏 + 3𝜏𝜏2 (13) 

设气体的摩尔质量为𝜇𝜇，则密度差为 

∆𝜌𝜌 =
𝜇𝜇
𝑣𝑣𝑙𝑙
−
𝜇𝜇
𝑣𝑣𝑔𝑔

(14) 

在临界点附近用𝜙𝜙表达上式，代入𝜙𝜙𝑔𝑔,𝑙𝑙并近似得 

∆𝜌𝜌 =
4𝜇𝜇
𝑣𝑣𝑐𝑐
√−𝜏𝜏 (15) 

因此 

𝛽𝛽 =
1
2

(16) 

（2.3）往（2.1）小问中给出的𝜋𝜋 = 𝜋𝜋(𝜙𝜙, 𝜏𝜏)里代入𝜏𝜏 = 0，得 

𝜋𝜋 = −
3
2
𝜙𝜙3 (17) 

因此 

𝛿𝛿 = 3 (18) 
（2.4）在临界点附近用(𝜋𝜋,𝜙𝜙, 𝜏𝜏)近似表达𝜅𝜅𝑇𝑇: 

𝜅𝜅𝑇𝑇 = −
1
𝑣𝑣𝑐𝑐
⋅
𝑣𝑣𝑐𝑐
𝑝𝑝𝑐𝑐
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝜏𝜏

(19) 

化简得 

𝜅𝜅𝑇𝑇 = −
1
𝑝𝑝𝑐𝑐
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝜏𝜏

−1
(20) 

将（2.1）小问中求出的𝜋𝜋 = 𝜋𝜋(𝜙𝜙, 𝜏𝜏)求导得 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝜏𝜏

= −6𝜏𝜏 + 18𝜏𝜏𝜏𝜏 −
3
2
𝜙𝜙2 (21) 

在题给𝜙𝜙 = 0条件下将其代入（20）式，得 

𝜅𝜅𝑇𝑇 =
1

6𝑝𝑝𝑐𝑐𝜏𝜏
(22) 

故 

𝛾𝛾 = 1 (23) 
评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 15 分：（2）（3）式各 3 分，（4）式 9 分； 
第（2）问 25 分： 
第（2.1）小问 6 分：（5）式 1 分，（6）式 3 分，（7）式 2 分； 
第（2.2）小问 8 分：（10）（11）式 1 分，（13）式 3 分，（14）（15）（16）式各 1 分； 
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第（2.3）小问 4 分：（17）式 3 分，（18）式 1 分； 
第（2.4）小问 7 分：（20）式 2 分，（22）式 3 分，（23）式 2 分； 
 
六、（40 分）光纤陀螺仪 

光纤陀螺仪是一种检测物体转动的光学仪器，因为具有寿命长、启动迅速等优点，它近

年来正在逐步取代机械陀螺仪的地位。它的主要原理是，当光学环路转动时，在不同行进方

向上光线的光程相对静止状态都会有变化，因此可以通过干涉条纹的变化来测量光路的旋转

角速度。 

 
如图6.1所示为一个光纤陀螺仪的简化模型图。两块等大的等腰直角三棱镜折射率为𝑛𝑛 =

1.500，其斜面平行相对放置，距离为𝑑𝑑。折射率可以近似为 1 的、盘绕形成𝑁𝑁匝半径为𝑅𝑅的
圆环的光纤和两个直角三棱镜的各一个直角边的中心相连。假设光纤可以将入射到界面上的

所有光波导入光纤内。波长为𝜆𝜆的单色光从某一直角边中心入射，出射光线从另一条直角边

中心射出。假设图中所有其他长度量相比𝑁𝑁𝑁𝑁而言都可以忽略。整个系统在平面内相对静止

参考系以角速度𝛺𝛺转动。 
（1）如图6.2所示，首先要精确选取距离𝑑𝑑的值，使得在没有光纤加入且没有旋转时，透射

光和反射光的强度相等。试求满足要求的𝑑𝑑的值，用𝜆𝜆表示。在之后的问题中，假设𝑑𝑑总是取

为这个数值。 
（2）接下来，加入光纤，并让体系以极小的角速度𝛺𝛺旋转，注意虽然𝑁𝑁𝑁𝑁非常大，但是由于

𝛺𝛺很小，因此产生的光程差为波长的量级。 
（2.1）在牛顿力学的框架下，试推导沿角速度同向通过光纤和沿角速度反向通过光纤的两

束光线的光程差𝛥𝛥，用𝛺𝛺,𝑁𝑁,𝑅𝑅等表示。 
（2.2）接下来，考虑两束光线的干涉，试推导出射光强的相对值𝐼𝐼(𝛥𝛥)，它被定义为角速度为

𝛺𝛺时的光强和角速度为 0 时的光强之比。在本小问中，假设由于制作工艺不精，𝑑𝑑的数值比

第（1）问中结果大了0.001𝜆𝜆。 
（3）如图6.3所示，我们还可以考虑光线在双光纤系统内形成谐振的可能性。两个完全相同，

参数如前所述的光纤分别连接在两个侧边上，使得在没有任何外部持续输入的情况下光学系

统内部可以形成稳定的光场分布。试由此导出角速度𝛺𝛺满足的关系式。假设所有侧面的光波

均可导入光纤中。 
提示：本题中光线的偏振方向垂直纸面，这样的光线从折射率为𝑛𝑛1的介质中以入射角𝜃𝜃1入射

到折射率为𝑛𝑛2的介质中时，折射角为𝜃𝜃2，振幅的反射、透射率分别为 

𝑟𝑟 =
𝑛𝑛1 cos 𝜃𝜃1 − 𝑛𝑛2 cos 𝜃𝜃2
𝑛𝑛1 cos 𝜃𝜃1 + 𝑛𝑛2 cos 𝜃𝜃2

, 𝑡𝑡 =
2𝑛𝑛1 cos𝜃𝜃1

𝑛𝑛1 cos 𝜃𝜃1 + 𝑛𝑛2 cos 𝜃𝜃2
(6.1) 

上式中，我们已约定复振幅中辐角相位为ei�𝑘𝑘�⃗ ⋅𝑟𝑟−𝜔𝜔𝜔𝜔�。 
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参考解答： 
（1）反射光的相对振幅为 

𝑆𝑆 = 𝑟𝑟 + 𝑡𝑡𝑟𝑟′𝑡𝑡′ei𝛿𝛿 + 𝑡𝑡𝑟𝑟′𝑟𝑟′𝑟𝑟′𝑡𝑡′e2i𝛿𝛿 + ⋯ = 𝑟𝑟
1 − ei𝛿𝛿

1 − 𝑟𝑟2ei𝛿𝛿
(1) 

其中，我们利用了斯托克斯倒逆关系𝑟𝑟′ = −𝑟𝑟, 𝑡𝑡𝑡𝑡′ + 𝑟𝑟2 = 1。振幅反射率𝑟𝑟为 

𝑟𝑟 =
𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃 − i√𝑛𝑛2 sin2 𝜃𝜃 − 1
𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃 + i√𝑛𝑛2 sin2 𝜃𝜃 − 1

= e−2i arctan
√𝑛𝑛2 sin2 𝜃𝜃−1

𝑛𝑛 cos𝜃𝜃 ≡ e−2i𝛿𝛿𝑟𝑟 (2) 

其中𝜃𝜃 = π
4
。而相位差现在成为一个虚数： 

𝛿𝛿 =
2π
λ
⋅ 2𝑑𝑑 cos 𝜃𝜃′ =

4πi𝑑𝑑
λ

�𝑛𝑛2 sin2 𝜃𝜃 − 1 ≡ i𝜅𝜅 (3) 

反射光强是反射振幅的模方，代入化简得 

𝐼𝐼𝑟𝑟 =
cosh 𝜅𝜅 − 1

cosh 𝜅𝜅 − cos 4𝛿𝛿𝑟𝑟
(4) 

利用半反半透的条件，得cosh 𝜅𝜅 + cos 4 𝛿𝛿𝑟𝑟 = 2。最终代入得 

𝑑𝑑 =
𝜆𝜆

4𝜋𝜋√𝑛𝑛2 sin2 𝜃𝜃 − 1
arccosh �2 − cos�4 arctan

√𝑛𝑛2 sin2 𝜃𝜃 − 1
𝑛𝑛 cos𝜃𝜃

�� = 0.2561𝜆𝜆 (5) 

（2） 
（2.1）沿着角速度相同方向的光，其相对速度为 

𝑣𝑣+ = 𝑐𝑐 − 𝛺𝛺𝑅𝑅 (6) 
两束光传播所需时间差为 

Δ𝑡𝑡 =
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑐𝑐 − 𝛺𝛺𝑅𝑅

−
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑐𝑐 + 𝛺𝛺𝑅𝑅

(7) 

小量近似至首阶，可得 

𝛥𝛥 = 𝑐𝑐𝛥𝛥𝑡𝑡 =
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝑅𝑅2

𝑐𝑐
(8) 

（2.2）参加干涉的两束光，其复振幅分别为 
𝑈𝑈1 = 𝑆𝑆2ei𝛥𝛥, 𝑈𝑈2 = 𝑇𝑇2 (9) 

注意上式中的符号：因为光程采用ei𝑘𝑘𝑘𝑘约定下菲涅耳公式才是题目中给出的形式，因此沿角

速度方向传播的光线所行光程更长，其相位应为正值。总光强可以表示为： 

𝐼𝐼′ = |𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2|2 =
(1 − 𝑒𝑒−𝜅𝜅)4 + 𝑒𝑒−2𝜅𝜅(2 − 2 cos 4𝛿𝛿𝑟𝑟)2 + 𝑒𝑒−𝜅𝜅(1 − 𝑒𝑒−𝜅𝜅)2 ⋅ 4 cos𝛥𝛥 (cos 4 𝛿𝛿𝑟𝑟 − 1)

(1 + 𝑒𝑒−2𝜅𝜅 − 2𝑒𝑒−𝜅𝜅 cos 4 𝛿𝛿𝑟𝑟)2
(10) 

但是实际上只有相对光强需要计算： 

𝐼𝐼(𝛥𝛥) =
(1 − cosh 𝜅𝜅)2 + (1 − cos 4 𝛿𝛿𝑟𝑟)2 + 2(1 − cosh 𝜅𝜅)(1 − cos 4 𝛿𝛿𝑟𝑟) cos𝛥𝛥

(2 − cosh 𝜅𝜅 − cos 4δ𝑟𝑟)2
(11) 

这时可以注意到，如果严格满足（1）中的条件，相对光强将成为无穷大！这是因为此时在

𝛥𝛥 = 0时系统处于消光状态。（注意到入射光分成两束后从左侧出射的情况，两束光都是经历

了一次反射和一次透射，所以相位一致，相干相长。由能量守恒，从上面出射的光一定是相

干相消。）利用题给条件数值计算，可得 
𝐼𝐼(𝛥𝛥) = 1 + 26905(1 − cos𝛥𝛥) (12) 

这就是光纤陀螺仪的测量精度非常高的原因。 
（3）在达成稳定谐振状态时，空间的光场处处为常数，同时应该满足各个光学仪器本身的

边界条件。由此，设出三棱镜斜边处的各个复振幅值如下图所示： 
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由此可以列出方程： 

𝐴𝐴 = 𝐴𝐴′e−i𝛥𝛥/2, 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵′e−i𝛥𝛥/2, 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶′ei𝛥𝛥/2, 𝐷𝐷 = 𝐷𝐷′ei𝛥𝛥/2 (13) 
𝐴𝐴′ = 𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝐵𝐵′ = 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐶𝐶′ = 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐷𝐷𝐷𝐷, 𝐷𝐷′ = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 (14) 

其中：振幅反射率已经求出为 

𝑆𝑆 =
1 − e−𝜅𝜅

1 − e−𝜅𝜅e−4i𝛿𝛿𝑟𝑟
e−2i𝛿𝛿𝑟𝑟 (15) 

而之前并没有计算的振幅透射率可由下式计算： 

𝑇𝑇 = 𝑡𝑡𝑡𝑡′e
i𝛿𝛿
2 + 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡′ei

3𝛿𝛿
2 + ⋯ = e

i𝛿𝛿
2

1 − 𝑟𝑟2

1 − 𝑟𝑟2ei𝛿𝛿
(16) 

代入先前计算结果可得 

𝑇𝑇 =
1 − e−4i𝛿𝛿𝑟𝑟

1 − e−𝜅𝜅e−4i𝛿𝛿𝑟𝑟
e−

𝜅𝜅
2 (17) 

上述齐次方程组有解的条件，可以计算得为 

cos𝛥𝛥 =
(𝑆𝑆2 − 𝑇𝑇2)2 − 2𝑇𝑇2 + 1

2𝑆𝑆2
(18) 

代入，恰好有 
cos𝛥𝛥 = cos 4𝛿𝛿𝑟𝑟 (19) 

因此可以得到 

𝛺𝛺 = ±
𝑐𝑐

𝑁𝑁𝑅𝑅2
(𝑛𝑛 + 0.1024), 𝑛𝑛 ∈ ℤ (20) 

评分标准：本题满分 40 分。 
第（1）问 12 分：（1）（2）（3）式各 2 分，（4）（5）式各 3 分； 

（注：（1）式如果把𝒓𝒓换为𝒓𝒓′、𝒓𝒓′换为𝒓𝒓，导致最后𝑺𝑺的表达式相差一个符号，不扣分） 
第（2）问 16 分： 
第（2.1）小问 5 分：（6）式 1 分，（7）（8）式 2 分； 
第（2.2）小问 11 分：（9）式 2 分，（10）（11）（12）式各 3 分； 

（注：（9）式写错相位差正负号不得分） 
第（3）问 12 分：（13）（14）（15）式 1 分，（17）（18）（19）式 2 分，（20）式 3 分。 

 

七、（50 分）原子链 Casimir 效应 
众所周知，Casimir 效应给出了量子化谐振子非零基态能量的可观测物理学效应。传统

的（一维）Casimir 效应是通过考虑两个相隔一定距离𝑑𝑑的无穷大平行导体平板之间的模式求
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和来体现的，这涉及到一个著名的“求和”1 + 2 + 3 + ⋯ = − 1
12
。量子场论研究者面对这样

的求和会使用类似𝑛𝑛 → 𝑛𝑛e−𝑎𝑎𝑎𝑎的“正规化核函数”首先获得一个封闭的结果，再利用级数展

开的方式使主导发散的项在物理上被消除，并且获得有限的结果。上述结果事实上也可以用

所谓 Euler-Maclaurin 求和公式严格化到一般的正规化核函数：无论截断函数是何种形式，只

要满足少数相当一般化且自然的假定，就可以获得相同的结果。 
然而，一个显著的问题是，无论是直接地选取某个特定的函数正规化还是使用 Euler-

Maclaurin 求和公式进行计算，都不可避免地面临过度数学化导致的直观性丢失（虽然对于

某些正规化核函数，物理意义的解释是可以做到的）。为了更“物理”地求解 Casimir 效应，

本题我们来考虑一维原子链体系的真空能，并且直观地得到 Casimir 力的准确表达式。虽然

这个结果对应的是声波一维的 Casimir 效应，但由于声波与光波都满足线性波动方程，这个

结果应当是普遍的，只要将声速换为光速就足够了。为了数学上的简单，本题仅考虑一维的

情况。 
（1）Part Ⅰ：原始 Casimir 效应 

我们首先考虑原始的一维 Casimir 效应。在这里，你可以承认“求和公式” 

1 + 2 + 3 + ⋯ = �𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=1

= −
1

12
(7.1) 

的合理性并直接使用它，并且量子力学告诉我们，单个角频率为𝜔𝜔谐振子的能级公式是 

𝜖𝜖𝑛𝑛 = ℏ𝜔𝜔 �𝑛𝑛 +
1
2
� (7.2) 

其中𝑛𝑛为非负整数，每个能级𝜖𝜖𝑛𝑛上有且仅有一个量子态。 
（1.1）考虑相距为𝑑𝑑的无穷大平行导体平板，我们可以用单色平面波的形式来求解对应的本

征模式。将单色平面波解代入波动方程 
𝑐𝑐2∇2𝜙𝜙(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) − 𝜕𝜕𝑡𝑡2𝜙𝜙(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) = 0
𝑐𝑐2∇2𝑨𝑨(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) − 𝜕𝜕𝑡𝑡2𝑨𝑨(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) = 0

(7.3) 

上式中，简记𝜕𝜕𝑡𝑡 ≡ 𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ ，∇2≡ 𝜕𝜕2 𝜕𝜕𝑥𝑥2⁄ + 𝜕𝜕2 𝜕𝜕𝑦𝑦2⁄ + 𝜕𝜕2 𝜕𝜕𝑧𝑧2⁄ ，其中势满足 Lorentz 规范 
∂𝑡𝑡𝜙𝜙 + 𝑐𝑐2∇ ⋅ 𝑨𝑨 = 0 (7.4) 

求出我们的一维问题中，波矢大小|𝒌𝒌| = 𝑘𝑘和角频率𝜔𝜔之间的关系𝜔𝜔 = 𝜔𝜔(𝑘𝑘)，并且论证每一个

角频率𝜔𝜔对应的振荡都可以视为简谐振动——也就是说，我们可以在某种意义下将电磁场视

为一系列独立的简谐振子的叠加。 
（1.2）电磁学告诉我们，对于理想导体，电场与磁场以驻波的形式在其中振荡。利用这一条

件，求解可能的波矢大小。允许引入一个待定的整数𝑛𝑛以表示不同的波矢。 
（1.3）利用谐振子的能级公式，计算体系的基态能量，进而计算两板之间的相互作用力𝐹𝐹Cas。
这个力是吸引力还是排斥力？  
（2）Part Ⅱ：原子链 Casimir 效应 

考虑一维原子链：体系中有𝑁𝑁个原子，所有原子质量均为𝑚𝑚，相邻两原子之间用原长为

𝑎𝑎，劲度系数为𝐾𝐾的弹簧连接，第一个球与最后一个球通过弹簧与固定的墙壁连接。静止时

所有弹簧处于原长且所有原子处于一条直线上。约束所有原子只能在弹簧方向作一维振动。 
（2.1）我们先只考虑原子链中那些不位于边缘原子的行为。同样假设行波解𝐴𝐴 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)
与𝐵𝐵 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)及其线性组合可以在原子链中传播（其中𝑙𝑙是原子编号），求角频率𝜔𝜔和波

矢𝑘𝑘之间的关系。 
（2.2）现在考虑处于边缘的原子运动对振动的贡献： 
（a）由此计算可能的波矢𝑘𝑘（同样，允许引入一个待定的整数𝑛𝑛以表示不同的波矢），并且说

明，当𝑁𝑁很大时（一般的原子链显然如此），上述关系将退回到（1.2）中得到的关系，其中
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𝑑𝑑 = 𝑎𝑎(𝑁𝑁 + 2)
𝑁𝑁→∞
�⎯⎯� 𝑎𝑎𝑎𝑎。 

（b）对于特定的角频率𝜔𝜔，求出第𝑙𝑙号原子的位移𝑥𝑥𝑙𝑙(𝑡𝑡)，说明它做的确实是角频率为𝜔𝜔的简

谐振动。要求只保留两个由初始条件确定的常数，并请简单分析它们的物理意义。 
（2.3）计算基态能量𝐸𝐸的表达式，并在𝑁𝑁 ≫ 1情况下展开。如果你的计算正确，在认为𝑁𝑁很
大的时候，基态总能量应该有形式𝐸𝐸 = (𝛬𝛬𝛬𝛬 + 𝐶𝐶) + 𝛤𝛤/𝑁𝑁 + 𝒪𝒪(𝑁𝑁−2)的形式。第一项是一个常

数的衬底，可以通过特定的安排或者平移能量密度来消除。因此，第二项𝛤𝛤/𝑁𝑁给出了我们真

正的真空能量。请计算𝛤𝛤的值，并求出相应的 Casimir 力。在计算中，你可以利用如下的求

和公式： 

� sin �
π𝑛𝑛

2(𝑁𝑁 + 1)�
𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

=
1
2 �
−1 + cot �

π
4 + 4𝑁𝑁

�� (7.5) 

 
参考解答： 
（1）（1.1）事实上，电势与磁矢势满足的方程均为著名的线性波动方程。在这个问题中，我

们可以将行波解 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴ei(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔) (1) 

带入上述波动方程，能得到色散关系为 
𝜔𝜔 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 (2) 

有诸多手段可以论证上述自由电磁场能量对应着一系列简谐振子的叠加。一种计算量比较小

的方法是，我们考虑的波动方程解可以理解为两个方向行波的叠加，即 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � �𝑞𝑞𝑘𝑘(𝑡𝑡)ei𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑞𝑞𝑘𝑘(𝑡𝑡)e−i𝑘𝑘𝑘𝑘�
𝑘𝑘

(2′) 

其中𝑞𝑞𝑘𝑘(𝑡𝑡)可以被理解为方程 
𝑞𝑞
··
𝑘𝑘(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘2𝑐𝑐2𝑞𝑞𝑘𝑘(𝑡𝑡) = 0 (3) 

的解，而ei𝑘𝑘𝑘𝑘在对全空间积分时可以被看作是正交的，即 

� d𝑥𝑥ei(𝑘𝑘−𝑘𝑘′)𝑥𝑥
𝐿𝐿

0
= 𝐿𝐿δ𝑘𝑘,𝑘𝑘′ (4) 

故在将能量密度对全空间积分得到总能量时，有贡献的部分仅有求和 

� ��𝑞𝑞
·
𝑘𝑘|2 + 𝑐𝑐2𝑘𝑘2�𝑞𝑞𝑘𝑘|2�

𝑘𝑘
(5) 

以及一些不贡献动力学的模式。取出𝑞𝑞𝑘𝑘的实部𝑞𝑞𝑘𝑘r与虚部𝑞𝑞𝑘𝑘i，这给出求和 

� [(𝑞𝑞
·
𝑘𝑘
r)2 + 𝑐𝑐2𝑘𝑘2(𝑞𝑞𝑘𝑘r)2] + (r ↔ i)

𝑘𝑘
(6) 

这表明，体系的能量可以看作一系列简谐振子能量的叠加。 
（1.2）利用驻波条件容易得到 

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
π
𝑑𝑑
𝑛𝑛 (7) 

其中𝑛𝑛 ∈ ℤ； 
（1.3）同时引用上文驻波公式与谐振子零点能公式，我们得到基态能量 

𝐸𝐸𝑔𝑔 =
1
2
ℏ𝑐𝑐�

π
𝑑𝑑
𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

(8) 

引用上文提供的求和公式，我们给出基态能量的表达式 
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𝐸𝐸𝑔𝑔 ≡ −
πℏ𝑐𝑐
24𝑑𝑑

(9) 

求导给出真空贡献的相互作用能量 

𝐹𝐹Cas = −
πℏ𝑐𝑐

24𝑑𝑑2
(10) 

这就是所谓的（1 + 1维）Casimir 力。这是一个吸引力，表明真空中两个不带电的平行板电

容器之间仍然会产生与引力无关的吸引相互作用； 
（2） 
（2.1）设第𝑙𝑙号原子的位移为𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑡𝑡)，牛顿运动定理可以给出运动方程 

𝑢𝑢
··
𝑙𝑙 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢𝑙𝑙 − 𝑢𝑢𝑙𝑙+1 − 𝑢𝑢𝑙𝑙−1) = 0 (11) 
上述运动方程同样可以带入行波解得到色散关系，经过计算得到 

𝜔𝜔(𝑘𝑘) = 2𝜔𝜔0 �sin
𝑘𝑘𝑘𝑘
2
� (12) 

由于对于任意的𝑙𝑙都有ei𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ ei(𝑘𝑘+2𝑚𝑚
𝜋𝜋
𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑎𝑎，为了唯一确定波动模式，只要让𝑘𝑘取遍0 ∼ 2𝜋𝜋

𝑎𝑎
的范

围就足够了。例如，我们可以要求𝑘𝑘 ∈ �0, 2𝜋𝜋
𝑎𝑎
�，这样sin 𝑘𝑘𝑘𝑘

2
≥ 0。 

（2.2） 
（a）为了计算边缘原子对体系的贡献，我们考虑𝑙𝑙 = 1与𝑙𝑙 = 𝑁𝑁两个原子满足的方程 

𝑢𝑢
··
1 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2) = 0 (13) 
𝑢𝑢
··
𝑁𝑁 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢𝑁𝑁 − 𝑢𝑢𝑁𝑁−1) = 0 (14) 
对行波解的约束。为此，考虑𝑙𝑙 = 2与𝑙𝑙 = 𝑁𝑁 − 1两个原子满足的运动方程 

𝑢𝑢
··
2 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢2 − 𝑢𝑢3 − 𝑢𝑢1) = 0 (15) 
𝑢𝑢
··
𝑁𝑁−1 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢𝑁𝑁−1 − 𝑢𝑢𝑁𝑁 − 𝑢𝑢𝑁𝑁−2) = 0 (16) 
这表明边缘两个原子遵循与不处于边缘原子相同的运动规律。因此，在形式上我们可以写下

方程 
𝑢𝑢
··
1 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2 − 𝑢𝑢0) = 0 (17) 
𝑢𝑢
··
𝑁𝑁 + 𝜔𝜔0

2(2𝑢𝑢𝑁𝑁 − 𝑢𝑢𝑁𝑁+1 − 𝑢𝑢𝑁𝑁−1) = 0 (18) 
其中固定边界条件在此处就等价于 

𝑢𝑢𝑁𝑁+1 = 𝑢𝑢0 ≡ 0 (19) 
带入行波解𝐴𝐴ei(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔) + 𝐵𝐵ei(−𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔)得到本征方程 

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 0 (20) 
𝐴𝐴ei(𝑁𝑁+1)𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵e−i(𝑁𝑁+1)𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 (21) 

非平凡解𝐴𝐴,𝐵𝐵 ≠ 0对应着波动的情况，这样给出结果为2(𝑁𝑁 + 1)𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋，其中𝑛𝑛 ∈ ℤ。遵循

上一问的论证，应当选取𝑛𝑛 ∈ (0,𝑁𝑁]以保证不重复。综上我们得到 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =
π𝑛𝑛

𝑁𝑁 + 1
(22) 

其中𝑛𝑛 = 1,2,⋯ ,𝑁𝑁；当𝑁𝑁 → ∞时，有𝑎𝑎𝑎𝑎 → 𝑑𝑑，进而给出本征模式 

𝑘𝑘 →
𝑎𝑎𝑎𝑎→𝑑𝑑 π𝑛𝑛

𝑑𝑑
(23) 

（b）根据上述边界条件对应的方程，相应的波动模式可以写为 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑡𝑡) = �𝐴𝐴𝑛𝑛 sin �
π𝑛𝑛

𝑁𝑁 + 1
𝑙𝑙� e−i𝜔𝜔𝑛𝑛𝑡𝑡

𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

(24) 

其中 
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𝜔𝜔𝑛𝑛 = 2𝜔𝜔0 �sin �
π𝑛𝑛

2(𝑁𝑁 + 1)��
(25) 

或者写成基本的三角震荡形式 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑡𝑡) = �(𝑎𝑎𝑛𝑛 sin𝜔𝜔𝑛𝑛𝑡𝑡 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 cos𝜔𝜔𝑛𝑛𝑡𝑡) sin �
𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑁𝑁 + 1
𝑙𝑙�

𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

(24′) 

这仅仅包含2𝑁𝑁个决定于初值条件的参量，符合牛顿决定性原理的要求。所以，我们可以认

为这个体系被我们完全理解了，并且每个本征模式都确实是简谐振动式的振荡。因此，我们

可以认为上述定义的波动模式对应着一系列的谐振子，体系的能量表现为一系列具有𝜔𝜔(𝑘𝑘)
的简谐振子能量的叠加。 
（2.3）同理，我们考虑基态能量 

𝐸𝐸𝑔𝑔 =
ℏ
2
� 2𝜔𝜔0 ⋅ sin �

𝜋𝜋𝜋𝜋
2(𝑁𝑁 + 1)�

𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

(26) 

上述求和可以使用裂项相消或者欧拉公式等比数列求和的方式计算，结果是 

𝐸𝐸𝑔𝑔 =
ℏ𝜔𝜔0

2 �cot �
𝜋𝜋

4 + 4𝑁𝑁
� − 1� (27) 

利用泰勒展开公式cot𝑥𝑥 = 1
𝑥𝑥
− 1

3
𝑥𝑥 + 𝒪𝒪(𝑥𝑥2)，取𝑁𝑁 → ∞极限得到 

𝐸𝐸𝑔𝑔 =
2ℏ𝜔𝜔0

π
𝑁𝑁 +

ℏ𝜔𝜔0

2
�

4
π
− 1� −

ℏ𝜔𝜔0π
24𝑁𝑁

+ 𝒪𝒪 �
1
𝑁𝑁2� = (𝛬𝛬𝛬𝛬 + 𝐶𝐶) +

𝛤𝛤
𝑁𝑁

+ 𝒪𝒪 �
1
𝑁𝑁2� (28) 

因此 

𝛤𝛤 = −
ℏ𝜔𝜔0π

24
(29) 

根据题意，第一项是无关紧要的。现在来关注后面的项。 
在从微观理论向宏观理论的过渡中，我们应该保持波动方程宏观参量——即波速𝑣𝑣——的不

变性，这样事实上表明𝜔𝜔0𝑎𝑎 = 𝑣𝑣在取𝑁𝑁 → ∞的极限下应当不发生改变；同时，根据体系的几

何构型，𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑑𝑑在这一极限下应当不发生改变（这个极限在物理上通常被称为“热力学极

限”）。因此，对
1
𝑁𝑁𝑛𝑛
（𝑛𝑛 ≥ 2）阶的基态能量展开上下同乘𝑎𝑎𝑛𝑛，这时该项将正比于

𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛−1，在

𝑁𝑁 → ∞的极限下收敛到0，进而没有贡献，只留下𝑛𝑛 = 1的项。（注：论证过程不计分） 
因此，有意义的基态能量为 

𝐸𝐸𝑔𝑔eff = −
ℏ𝜔𝜔0𝑎𝑎π

24𝑑𝑑
(30) 

相应求得 Casimir 力 

𝐹𝐹Cas = −
ℏ𝜔𝜔0𝑎𝑎π
24𝑑𝑑2

≡ −
πℏ𝑣𝑣
24𝑑𝑑2

(31) 

其中𝑣𝑣 = 𝜔𝜔0𝑎𝑎为波速。与（10）式对比即知二者形式完全一致。 
评分标准：本题满分 50 分。  
第（1）问 20 分： 
第（1.1）小问 10 分：（2）（6）式各 3 分，论证共 4 分：各个模式均为简谐振动 2 分，不同

模式之间不存在耦合 2 分； 
第（1.2）小问 3 分：（7）式 3 分；  
第（1.3）小问 7 分：（8）（9）式各 2 分，（10）式 3 分； 
第（2）问 30 分： 



 
第 21届 CPHOS 物理竞赛联考 理论试题参考答案 

 23 / 23  © 2024 CPHOS 
 

第（2.1）小问 4 分：（11）（12）式各 2 分； 
第（2.2）小问 15 分：（13）（14）（19）式各 1 分，（20）（21）式各 2 分，（22）式 3 分，（23）
式 1 分，（24）【或（24’）式】（25）式各 2 分； 
第（2.3）小问 11 分：（26）式 2 分，（27）（28）（31）式各 3 分。  
 
【补充讨论】 
1、本题计算本征模式与本征频率有一种标准方法，即对角化刚度系数矩阵（本题惯性系数
矩阵正比于单位矩阵，是平凡的）。若按本方法求解，也可以相应给分。 
2、之所以说正比于尺寸的项不重要，是因为在引力没有参与动力学过程的情况下，一个（在
实空间中的）局域理论的动力学方程仅仅只和能量密度的坐标/坐标导数有关系，能量密度
的绝对大小不重要。由于谐振子本征态在场构型里局域在动量表象，在实空间中非局域，改
变其能量零点违背了理论局域性的要求，在物理上不被允许，因此零点能本身是不可消除的。 
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